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w.M. Edmund Hlawka)

1. Einleitung

Die Analyse von Algorithmen hat sich in den letzten Jahren zu
einem bedeutenden Teilgebiet der Theoretischen lutormatik entwickelt.
Neben der Untersuchung von Laufzeit und Speicherhedarf eines Algo-
rithmus im ungiinstigsten Fall (,,Worst-case-\'m-lmll-,en“) erweist sich
fiir die Praxis die Feststellung des ,,durchschnittlichen® Verhaltens als
mehr und mehr bedeutsam. Vom Standpunkt des Muthematikers aus ist
dieses Aufgabengebiet besonders reizvoll, da dio (nuym ptotische) Analy-
se'des durchschnittlichen Verhaltens zumeist dic Vorbindung mathemas-
tischer Methoden aus unterschiedlichen Teilgchiul,u,n, wie Kombinato-
rik, Wahrscheinlichkeitstheorie, Funktionenthcorio . a., erfordert. In
der gegenstdndlichen Arbeit soll eine Auf«,;n,hmml,(:llung behandelt
werden, zu deren Losung auf Ramanujan zuriickgchende Transforma-
tionsresultate aus der Theorie der Modulfunktionen von zentraler
Bedeutung sind. Wir geben eine kurze Ubersichi, iihor eine Reihe von
Resultaten, die in letzter Zeit von uns mit dicser [dee ergielt werden
konnten, und beweisen ein technisch sehr aufw«:mligeg neues Resultat,
welches auf eine Aufgabenstellung von Knuth [1] zuriickgeht.

2. Modulfunktionen und Reihentransf’nrmationen

Zur Motivation des Einsatzes von Resultatcn 4us der Theorie der
Modulfunktionen sei die folgende Aufgabe erwiihnt (djs zusammen mit
SchoiBBengeier in [8] behandelt wurde):

(8]
(3]
*
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Bei der asymptotischen Analyse der Varianz eines Parameters einer
speziellen Datenstruktur (vgl. Abschnitt 3) tritt folgende Konstante

auf:
b

) Cym=ss " - 2.1
Y712 T6log® M logM Har (21)
mit
‘ 3 0T 2o men)
=Y —1 22, meN).
M s k) B

Die numerische Auswertung ergibt
|ICy — 1] < 10712, (2.2)

Auf der Suche nach einer mdoglichen Erklarung fiir diese numerische
Koinzidenz und nach einer expliziten Formel fiir den Fehler gelangt man
zur folgenden bei Ramanujan [14] auftretenden Transformationsfor-
mel: _

Seien a, B > 0 mit a- B = 7n°. Dann gilt

X 1 1

a
— —Zloga 4+ — =
k;k(e%“—l) 80+ 15

oo——g——w—l ) B+B
= --0 —_—
=) ke (e2PF = 1) &P T 12

Tatséchlich ist nun (2.3) dquivalent zu einem Spezialfall der Dedekind-
schen Transformationsformel fiir die n-Funktion

,n — em':/l2 H 27tm't , ‘CGH, (24)

(H die obere komplexe Halbebene), namlich

n<-—l> = (=i (). (2.5)

T

Fiir die Formeln (2.3) bzw. (2.5) existiert ein sehr eleganter Beweis
von C.L. Siegel ([16]) mit Hilfe des Residuenkalkiils; vgl. auch [1].

Die Losung des oben erwdhnten Problems ist mit (2.3) recht
einfach:
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Setzen wir
- (—1)k_1 ""l 1 —nx 26
f(x)—-k;m—ogng]( +e7 ), (2.6)
so 1st
Hy =[f(log M). (2.7)
Wegen
1
nl:[ 1+ ¢" =nDo T (2.8)
ist nun
f@)=g(x) —g(2x) (2.9)
mit
—nzy __ 1 i
g(x):—logngl(l-—e )—kZMC( kx—l) (2.10)

n*  log2 =z 2n?
f@) =——— +——f — (2.11)

und damit

oy =logy 2 — — f< 2r > (2.12)
= 10 — . .
e =108w = 0o \log

Mit (2.12) kann nun C, — 1 leicht abgeschitzt werden.

Dient die Anwendung der Transformationsformel (2.3) in diesem
Beispiel nur der Erklarung einer numerischen Koinzidenz, so haben wir
es im weiteren mit Aufgabenstellungen zu tun, in denen Formel (2.3)
bzw. dhnliche Resultate bei der Feststellung der korrekten asymptoti-
schen Gréfenordnung vorgegebener Ausdriicke entscheidend eingehen.
Die Transformationsformeln, auf die wir uns beziehen werden, behan-
deln Reihen der Form

Y T ™ eine ungerade ganze Zahl, a > 0: (2.13)
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Seien a,B > 0 und a- B = n°. Dann gilt:
(I) [Ramanujans Formel fir { (2N + 1)]:
Ist N eine positive ganze Zahl, so ist

- . 1 —2N 1
a‘]"{—Q(QN +1) 4+ Y 1} =

2 k21 €
x 1 —2N—1
= (=BT GleN + )+ T - (2.14)
3 22]\,.,1”'1 (— l)k' ng _ 32‘7\7+2—2k a]\’+l-—k Bk
o (2k)! 2N +2—2k)! ’

wobei B, die durch

B, =" z

nzo n! e —1

definierten Bernoullizahlen sind
(II) Fiir m = — 1 haben wir bereits Formel (2.3).
(III) Fir m =1 gilt:

k k a+f 1

a: - + B -. 2.15
kélezak——l Bkélezﬁk—l 24 4 (2.15)

(IV) Fiir natiirliche Zahlen N > 2 ist,

I,Q.N—l kQN—l

y . Boy
N N N 2N .
- +p =g T = —(— . (2.16

o 3
KZ1e
Beweise von (I)—(IV) mit Hilfe der Theorie der modularen
Funktionen sowie ausfiihrliche historische Hinweise findet man in der
ausgezeichneten Arbeit [2] von B. Berndt.
In den von uns betrachteten Problemstellungen besteht ein zentra-
ler Teil der Losung nun in der Untersuchung des Mittels des Quadrates
von periodischen Funktionen wie etwa

1

&M=E'ZXKN—1—MN%M= (2.17)
k%0

2kmi
L

mit L =log2 und g, =
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Der nullte Fourierkoeffizient [5?]0 von 5? (x) kann nun unter
Benutzung von (2.14) und (2.3) bestimmt werden (vgl. [5]):
Es ist wegen der Funktionalgleichung fiir I' (x) und wegen

) T
Ty =——o—
IT ()l y -sinh (T y)

Yl IT (=1 + ) =
EF0

[ L*\
=Ly (=1 |{—] 2(g(a) —g(20),
; 47

iZ0

wobel
2

. 1

Vermoge der Transformationsformeln erhilt man einen wesentlich
komplizierteren Ausdruck fiir die rechts stehende Reihe, der insbesonde-
re Faltungssummen iiber die Bernoullizahlen enthilt. Mit Hilfe einiger
trickreichen Manipulationen mit erzeugenden Funktionen vereinfacht
sich jedoch das Ergebnis wesentlich, und man erhilt letztlich

R 1 — kg
(Blo=3——— (=

! . 2.18
L F+Lk§z<k+1>(k—1)(2"—1>' =19

3. Analyse von Datenstrukturen zur digitalen Suche

Eine wichtige Klasse von Algorithmen befaBt sich mit dem
Abspeichern und Aufsuchen von Daten in baumartigen Datenstruktu-
ren (vgl. [11]), wobei wir in dieser Arbeit sogenannte Digstale Suchbiume
untersuchen:

Vorgegeben seien N Schliissel K, ..., Ky bzw. deren interne
Darstellung durch eine (potentiell unendliche) Binirfolge. Der zu-
gehorige Digitale Suchbaum ist ein Bindrbaum, dessen N interne
Knoten die Schliissel X, ..., Ky beinhalten. Der Baum ist folgender-
mafen aufgebaut: K, ist in der Wurzel abgespeichert; wurden
K\, ..., K, bereits abgespeichert, dann findet man den Platz fiir
Ky =ayasa3 ... (a;€{0,1}) so, daBl man die Symbole a; jeweils als
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Anweisung betrachtet, in der j-ten Ebene nach links (0) bzw. rechts (1)
weiterzugehen, bis zum erstenmal ein noch unbesetzter Knoten auftritt.

Beispiel: A =010...

- B=110...
C=111...
D =001...
E=000...

Die Reihenfolge, in der die Schliissel eingetragen werden, ist -

natiirlich relevant.
Wir werden im weiteren auch Resultate iiber andere Datenstruktu-

ren zur digitalen Suche zitieren, ndmlich sogenannte , Tries* (von
information retrieval) und ,,Patricia Tries‘* (von practical algorithm to
retrieve information coded in alphanumeric).

Binére Tries entstehen in analoger Weise zu digitalen Suchbiumen,
jedoch werden die Daten in den Endknoten abgespeichert.

Beispiel:

Patricia Tries entstehen im wesentlichen durch Weglassen derjeni-
gen internen Knoten in Tries, die nur einen Nachfolger haben.

Beispiel:
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In den folgenden Ergebnissen wird stets von einer der obigen
Datenstrukturen ausgegangen, die aus N Schliisseln entstanden ist,
wobei wir annehmen, dafl alle Binadrfolgen als Schliissel gleich wahr-
scheinlich sind. (Man kann anstelle von Bindrfolgen auch Folgen iiber
einem endlichen Alphabet der GroBe M betrachten und gelangt dann zu
den analogen M-aren Datenstrukturen; vgl. [6].)

In der Informatik interessant ist nun das ,,durchschnittliche
Verhalten* gewisser Parameter, die fiir den Speicherbedarf der Daten-
struktur, fiir den Aufwand bei der Suche bzw. bei der Einfiigung von
neuen Daten oder dhnlichen GroB3en charakteristisch sind. Die Beschrei-
bung erfolgt meist durch den Erwartungswert des entsprechenden
Parameters unter den aus IV Schliisseln gebildeten Baumen. Zahlreiche
Resultate in dieser Richtung finden sich bei Knuth [11] sowie, unter
Verwendung neuartiger analytischer Methoden, bei Flajolet und
Sedgewick [3]. Fiir die Praxis ist natiirlich neben der Kenntnis des
Erwartungswertes eine genauere Information iiber die Verteilung der
zufilligen Verdnderlichen wiinschenswert: man wird also versuchen, die
Varianz zu analysieren. Um die dabei auftretenden mathematischen
Probleme besser zu verstehen, wollen wir zunéchst einen kurzen Abrif3
der zur asymptotischen Analyse verwendeten Methode geben:

Es bezeichne X y die zu untersuchende zuféllige Verdnderliche, z. B.
die Anzahl der internen Knoten eines aus N Schliisseln aufgebauten
Tries. Im ersten Schritt stellt man eine Rekursionsformel fiir die zu den
Xy gehorigen wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen auf; diese
Rekursionsformel spiegelt im wesentlichen die rekursive Struktur der
auftretenden Bidume wider. Im néchsten Schritt gewinnt man eine
Rekursion fiir diese Erwartungswerte £X y, deren explizite Losung stets
auf die Gestalt

N
EXy= 7, ( )(-—l)kf(k) | (3.1)

k=Zm k
gebracht werden kann. Man sucht nun nach einer analytischen Fortset-
zung der Funktion f, die es erlaubt, das folgende Lemma anzuwenden
(das Auffinden einer geeigneten analytischen Fortsetzung wird sich in
dem von uns in Abschnitt 4 und 5 behandelten Problem als durchaus

nichttriviale Aufgabe erweisen).
Lemma 1 (vgl. [13]): Sei % eine Kurve, die die Punkte

m,m + 1, ..., N umfahrt, und sei f(z) analytisch im Innern von 4. Dann
gilt .
3 (=D°fk) = —5— | [V;2]f(2)dz,
kZm \ K 211

€
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wobei .
]\7. (_ l)A—]']V!
[ ’ZJ—z(z—l)...(z—N)' -

Zumeist ist f nun eine in C meromorphe Funktion, deren
Wachstumseigenschaften im Unendlichen es erlauben, durch Ausdeh-
nung des Integrationsweges den folgenden asymptotischen Ausdruck zu

erhalten:

EXy ~ Y Res([N;2]f(2)), (3.2)
wobei die Summe tiber alle Pole = m. ..., N erstreckt wird (vgl. [3] und
[15] fiir die technischen Details der geeigneten Ausdehnung des

Integrationspfades).
In den von uns oben angesprochenen Aufgaben ergibt sich fiir den

Erwartungswert ein asymptotischer Ausdruck der Form
EXy~2N-(d+3(logy N)) (3.3)

bzw.

EXy ~NlogN-(4 +8(logs N)),

mit einer Konstanten 4 und einer stetigen, periodischen Funktion § (z)
mit Mittel 0, deren Bauform &hnlich wie (2.17) ist.
Versucht man nun die Varianz asymptotisch auszuwerten, so

verwendet man

Var Xy = EXy Xy — 11 = EXy — (EXy)? (3.4)

und geht zur Bestimmung des Moments 2. Ordnung dhnlich wie beim
Erwartungswert vor, wobei alierdincs weit héhere technische Schwierig-
keiten auftreten. In (3.4) geh: jeco:t mit dem Term (EX y)? auch das
Quadrat &° (logo N) der periodis:hex Fiultuation aus (3.3) ein: Es erweist
sich nun als entscheidender Schriit. ¢as Mittel der Funktion 82 (z) zu
bestimmen (vgl. Abschnitt 21— n¥= werden die T ransformationsformeln
aus der Theorie der modularen Furstionen verwendet. Hat man das
Mittel als eigenen Term isohers. ¢ verseawinden alle nichtfluktuieren-
den Bestandteile der Ordnuns N -i* Nin Var Yy: das Verschwinden
der fluktuierenden Bestandielr em27t si*h dann aus einem Stetigkeits-
argument und der Nichtnegszivizat vor Var Xy,

Insgesamt kann man aiz: == A=wendung der Transformations-
formeln zeigen, dall VarX. ast—:zitisch deutlich kleiner ist als
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vielleicht erwartet. Mit hohem technischen Aufwand konnen schlieBlich
die tatsdachlichen asymptotischen Hauptterme von Var Xy ermittelt
werden, wobei in die ,expliziten’ Formeln meist sehr komplizierte
Konstanten eingehen.

Die Varianzen Var Xy fiir die folgenden Parameter bzw. Daten-
strukturen wurden bereits studiert: Die Anzahl der tnternen Knoten in
Tries ([5]), die Kosten der Einfiigung eines neuen Datums fiir alle drei
erwahnten Datenstrukturen ([7]) und die sogenannte Pfadldnge, das ist
die Summe der Abstédnde der belegten Knoten von der Wurzel, in Tries
([1]), Patricia Tries ([9]) und Digitalen Suchbaumen (in Vorbereitung).
Folgen die Arbeiten wohl ein und derselben oben dargelegten Leitlinie,
so sind die zu bewiltigenden technischen Probleme meist vollig unter-
schiedlich geartet. In der vorliegenden Arbeit wollen wir nun eine
technisch besonders aufwendige Aufgabe bearbeiten, ndmlich die Unter-
suchung der Anzahl der internen Endknoten in Digitalen Suchbaumen
(d. h. der Endknoten des Baumes, der aus den besetzten Knoten gebildet
wird). Knuth hat in [11] die asymptotische Auswertung des Erwar-
tungswertes als offenes Problem gestellt; Flajolet und Sedgewick
konnten das Problem in [3] 16sen. Wir présentieren in den folgenden
Abschnitten die Analyse der Varianz. Charakteristisch fiir die Analyse
von Digitalen Suchbaumen ist das Auftreten von Funktionen in Form
von Produkten, wie etwa

0w =] <1 —?f> (3.5)

im einfachsten Fall und die vielfiltige Verwendung der auf Euler
zurtiickgehenden Identitaten (4.15).
Wir verwenden im weiteren héufig die folgenden Abkiirzungen:

2kt
L

L =log2, = (3.6)

sowie
[z"]f(2)

fiir den Koeffizienten von 2" in der Laurent-Entwicklung von f(z).

4. Erwartungswert der Anzahl der internen Endknoten

Zur Berechnung der Erwartungswerte und Varianzen erweist €%
sich als zweckmalig, die folgenden wahrscheinlichkeitserzeugenden
Funktionen Fy (z) zu betrachten:
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Der Koeffizient von z* in Fy (2) sei die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daf} ein digitaler Suchbaum aus N Daten genau k interne Endknoten
besitzt. Wir erhalten dann die folgende Rekursion

N . N
FN+1(2)=k>;02— <k>Fk(z)F]\'—k(z)>

(4.1)
Nz1, Fo(z) =1, Fi(z) ==.

i N
[Man beachte, da 2% <k> die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daB

ein digitaler Suchbaum aus N + 1 Daten k (resp. N — k) dieser Daten im
linken (resp. rechten) Subbaum enthalt. ]
Der Erwartungswert Iy des betrachteten Parameters ergibt sich

dann als

aus (4.1) erhdlt man unmittelbar

N

; N
ZN+1=21—]\ kzo<k>lk, .Z\'Tgl, l0=0, l1=1 (43)

Um eine explizite Losung dieser Rekursion zu gewinnen, erweist
sich die Betrachtung der exponentiellen erzeugenden Funktion

2N
L(z) = Iy — 4.4
() Néo ¥ (4.4)
als zweckmiaflig. Die Rekursion (4.3) iibersetzt sich dann in die
Funktionaldifferentialgleichung

z
L'(z)=1+ 2L<-2—) e, (4.5)

Betrachten wir anstelle von L(z)

N
Liz):=e*L(z) = Z Iy ‘

Nzo = N! ’

ergibt sich die Beziehung

L@+ L) =e? +2L<§>




Eine Anwendung der Theorie der Modulfunktionen in der Informatik 349

und somit

-~ ~

v =(=1" =1 =2"%Iy, N20, =0

Die letzte Rekursion wird durch Iteration gelost:
Bezeichnet @y das Produkt

1
@y = <1 —7>, (4.7)
1SkSN 2
so ist
. Nl 1 1 - -
ly=(—1) Qvz|—=—+ ..+ , N=22,lp=0,=1.(48)
Qo @2
Zur Abkiirzung setzen wir
R Q<1+ +1> ©(49)
N N QO PR, QN ) .
und haben schlieBlich
N
Iy=N-Y ( >(—1)’°R,c_.2. (4.10)
ks2 \ k

Um Lemma 1 anwenden zu konnen, ist eine geeignete analytische
Fortsetzung der GroBen Ry vonndten. Flajolet und Sedgewick
verwenden in [3]

Ry=N+1l—a+Rf, a= ) —
) kz1 2" —1

, (4.11)

wobei R¥ fortgesetzt wird durch die Funktion

Z y N —z....l_j
B = 2. SR il - _ (4.12)
So(l—27"N(1 =27, .1 -27""7)

Fiir unsere weiteren Betrachtungen erweist es sich als zweckmaBi-
ger, die folgende alternative Darstellung zu verwenden:

1 —1y Y 245
R*(Z)=—'Z ( )] . ,++j .
Qoo jz1 (j 2° ]-—1
2

Jo._.

(4.13)
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Hierbei bezeichnet ¢, das unendliche Produkt
Q —II<1 1) (4.14)
e 2) '
Zum Beweis schreiben wir R* (z) nach (4.12) mitz = 27 *in der Form

(z+j—a) 27"

D03

und erhalten durch Partialbruchzerlegung und Vertauschung der Sum-
men |

R*(z) =

1 )
e (o @

Zur Auswertung der inneren Reihe bedient man sich der bekannten
Identitdat von Euler:

tn
néo I-9—¢)...0—¢"
(4.15)
_ 1
- (I—=t)(1—gt)(1 —g*t)...
Setzt man ¢ =t = 1/2, erhilt man
27t 1
. (4.16)
Ig() @ Qoo
sowie (nach vorherigem Differenzieren)
1270 a
e (4.17)
Igo @ Qe

Damit ergibt sich der Ausdruck (4.13) fiir R* (z) unmittelbar.
Aus (4.10), (4.11) und (4.13) ergibt sich insgesamt

N
=N -1)a+1)— % <k>(—l)"f1(k) (4.18)

k2?2
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mit

1 (—1Y~" z4j5-2

Qoo i <j 22+j_2_1.
2

fiz) =R*(z—2) = )
¥ Qi

(4.19)

Zur asymptotischen Auswertung von Iy in der spaterhin notigen
Genauigkeit sind die Residuen von [NV ;2] f| (z) in den (einfachen!) Polen
z =14y, bzw. z = ; zu berechnen.

Diese Residuenberechnungen sind nicht schwierig und fiihren
direkt zum Satz 1. Dazu ist noch anzumerken, dafl B* (— 1) existiert,
was aus der Darstellung (4.13) sofort, aus der Darstellung (4.12)
hingegen nur mit Miihe zu erhalten ist. Weiters ist in [3] die Rekursion

(z+1—q)27 ! 1
R*(2) = — + s R*(z + 1) (4.20)

gezeigt worden, woraus man
R¥*(—2)=2(a+1)—-R*(—-1) (4.21)

ersieht.

Satz 1 [Flajolet, Sedgewick]: Der Erwartungswert [y der
Anzahl der internen Endknoten eines digitalen Suchbaumes aus N
Daten ist fiir N — co asymptotisch dquivalent zu '

Iy=N+1)(a+1—-R*(—1)) —
l 5, (logo N) 16(1 N)+(9(1>
_— 0gs /L — — 09 (10Z>5 — 1.
Ou 11082 0w’ g2 N

Hierbei sind 3, (x) und 8, (z) periodische Funktionen von Periode 1 mit
kleiner Amplitude und Mittelwert 0; ihre Fourierentwicklungen sind

8 (@) =7 S ol (=1 =)

bzw.
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5. Varianz der Anzahl der internen Endknoten

In diesem Abschnitt soll nun die Varianz des gesuchten Parameters
vermoge (3.4), d. h. durch die Formel

FY% (1) + Fy(1) — (Fx (1) (5.1)

berechnet werden. Dazu mufl der Ausdruck Fy (1) bestimmt werden,
den wir abkiirzend mit

wNZ=F,](7(1) (52)

bezeichnen. Aus der Rekursion (4.1) erhdlt man sofort durch zweimali-
ges Ableiten

Y

w]\’+1=21 Nkzo<k)wk+2 k§0<k ktv—i, &V 2 U, Wy (5.3)

Wie im 4. Abschnitt verwenden wir exponentielle erzeugende
Funktionen:

Z‘N . N

W)= wN T bzw. W(z) =e*W(z) = ) 4 (5.4)
NZo ! 2

Damit 148t sich (5.3) schreiben als

W (z) =2 z/2w<f> 212 <f>
(2) e 2 + 2

bzw. = . (5.5)
W (z) + W(2) =2W<§> + 2[2<g>.

Man kann nun die Koeffizienten ablesen:

1—N 1-N N (N
Wy =—1-=27"")dy+27" (1) LZ <k>Rk—2RJ\—‘>—k+
;=9

+ 2N (=) N-Ry_y, N23, dog=th) =th, =0.  (5.6)

Wir kiirzen ab:

N-2 N
Ony:.= Z Rk—QRN—Q—k' (57)
K=2 \ k
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Die Rekursion (5.6) wird nun als

“ ?jJ, N_22—-NR _ 2!-N
w~\\rr+| = LV';\/] + y-3 + G(V’ N g 3)
—-1)7"Qv-1 (=177 Qy_2 Q-1 @y -1
Wo =W =Wy =0, Wy =1 (5.8)

geschrieben und durch Summation geldst:

/V—-lj 2-—JR N—1t 9l=j

'wN= — 1)V Qy s {7+Z S+ Yy

Qj—l J=4 7—1

Gj} fir NV = 4.

(5.9)
Man gewinnt dann wy als

3 k=4 k .

Zur asymptotischen Auswertung von wy benotigen wir eine Fortsetzung
von Wy, welche auch fiir komplexe Werte sinnvoll ist. Dieses Problem
wird nun in der Folge behandelt.

Die erste Schwierigkeit ist, dafl die Summe

N-1
2. 270q;, (5.11)

S

welche in (5.9) im wesentlichen auftritt, fiir ¥ — co nicht konvergiert.
(Man beachte Qy ~ @ .) Man definiert deshalb den wesentlich kleineren
Ausdruck '

N=2 /N
o= ) <k>Rt—2Rf\‘r—2-k (5.12)

und rechnet vermdge (4.11) um

O‘N=GR‘/+YN+XN ' 1513)
mit
N=2 /N
Yy=2 < >R (N —-k—=1-—0q)
k=2 \ k
und

Sitzungsberichte der mathem.-naturw. Kl., Abt. I, 197. Band, 4+—7. Heft 23
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Nach miihsamer, aber elementarer Rechnung erhalt man

Xy=2""2(N"—(5+4a)N +4(a+1)} +
(5.14)
+2aN?4+2N(1 —a—a%) —2(+1)>°%

Der Ausdruck fiir @y in (5.9) zerfdllt nun in fiinf Bestandteile:
Wy WA ) + fo(N) + fs(N) + fo(N) + f5(N)} (5.15)

mit

HWN)=—@n_22,

. N-1;92-JR.
FoN) = = Qyoy Y, T2
' j=3 Qi1
N—1 ol—j
f3(N) = —Qn_g ). X,
i=t Qi1
N-1 21-—J
feN) = —Qn_o Z
QJ 1
N1 2 —Jj
f5(N) = —@Qn_s ——Gj*.
j=4 Qj—l

Als alternative Notation wollen wir auch
=fi(N)/Qn_o fir i=1,...,5 (5.16)

verwenden. Es gilt nun, die GréBen f;(N) (bzw. g;(N)) fiir komplexe
Argumente fortzusetzen.
Die Fortsetzung von ¢, (N) = — 2 ist trivial, so dafl wir uns

N jQ"‘JR
= Z

(5.17)
j ]

zuwenden konnen. Da Rj = ( (4) ist, konvertiert die Summe in (5.17):

j2° R _4
pg:= Yy ——L= 5.18)
j;} Qj—] (
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Damit folgt

22T R
g‘l(N)= — P2 + Z '}——l—i=
jzy Qj—l < 19
5.

Ly G+M22 VR y_y >4

= — P :

jz0 Qj+N-1
Somit ist die Fortsetzung erzielt:

| +2)22 R

go(2) = —pa+ ) b+ 14223 (5.20)

jZ0 Qj ezt
Dabei ist B; ,_3 als
Rj+z_3 =j+z—2—a+R*(j+2—-3)
bzw. Qj+z*1 als
Qjrom1 = Qu/Q(2' 777

zu verstehen, wobei @ (z) die in (3.5) definierte Funktion ist.
g3 (LV) ist unangenehmer, weil die Konvergenz erst durch Subtrak-
tion geeigneter Terme erzwungen werden mulf.

N-1 9l—j o .
g5 (V) = — (P22 —(5+40)j +4(a+ 1) +
i1 @
+207+2j(l—a—a?) —2(a+1)2] =
lN—l 1 .2 2
=—5 Y —{F = (6+40)j +4( a+1 y— (62D
N—1 92-j

- X {0 +jl —a—o®) —(@+1)%) =

= —gs31 (V) —g32(N).

g3,2(V) ist konvergent; unsere Aufmerksamkeit miissen wir also
93,1 (V) widmen und die nichtkonvergenten Bestandteile herausziehen.
Dazu benétigen wir Informationen iiber

II[\/]<

N ] 92
= Z Sy=Qy —undTv=Q o
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Ry ist schon bekannt: wir haben
RN =N + 1l —-a 4 RK7 (523)
-mit
1 1 .
= : a;{z + i},
QOO z;] 22+1, _ 1 i{ + }

wobei wir in Hinkunft die Abkiirzung

R* (2)

_ 1yl

verwenden Wolleﬁ.
Als Hilfsresultat benstigen wir die Entwicklung der Funktion
1/Q (x) um z = 1, die durch eine elementare Rechnung zu erhalten ist:

2
QQ(:)=1-a(1—x)+a LBy (5.25)
mit
a= dB"Z 1
—k>}2k—1un —kgl(zk"l)z

Nun haben wir

Sx ; 1 ]
L ¥ L=
QN l—xj;o Q]

. x d 1 1
= [") =

l—xd—x_l—-xQ(x)_

oz 1 11 1
‘[”1_:5{(1_95)242(@* % }

Eine elementare Rechnung zeigt

)3

K3 ok _ ¢

=a—PB(l—2z)+v,1 —2)°+... (5.26)
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mit
1
Y1 =k§l (2/c _ 1)3
Durch Einsetzen von (5.25) und (5.26) sieht man nun
S, 1 1 1 @ +p 1
Qv Qo (1 —2)° (1 —2) 2 l-—x
1 (/[N +2 a® + B
= e —(N+1) — D 5.27
Qm{(2>(+)2+} (5.277)
man kann daher ansetzen
N +1\ o+
SN=< 0 )— 28-1- N (5.28)

wo S% klein genug ist, um die Konvergenz zu gewdhrleisten. Natiirlich
braucht man fiir S§ einen Ausdruck, der auch fiir komplexe z sinnvoll
1st.

Aus der Definition von Sy ersieht man

1
und daher
1 N 41 o>+ B 1
Si‘z=m[( 5 >— 5|t ! ¥e1=
I —oFst _
o (6.30)
j+N+1\ o +B 2=V 7! ,
=2 2 2 1 !
J20 l—m I—W
Eine elementare Rechnung zeigt nun [vgl. (4.16) und (4.17)]
1 1 J a ji—=1) o®+B
AT T = —— = . (5.31)
iT02Q; Qy j£02Q Qn 2o 2¢; Qoo
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Mit der Technik der Partialbruchzerlegung [vgl (4.13)] und (5.31)
ergibt sich 8% = §* (z) mit

i) o 1
] 8(4_Q ; —
(5.32)
{£+z@i-1+2m+4?+@a_1n}
.
(3 2 *

Die gleiche Technik liefert auch die Fortsetzung von Ty; aus
Griinden der Kiirze wird die Rechnung hier iibergangen.

N +1
Ty=2 g — (@B +7)+T% (5.33)
mit 7% = T*(N) und
1 1
T* — . .
(2) o i; ST

.ai{z(z;i)+2a<z;i>+(a2+[3)(z+z‘)}.

Nun haben wir endlich

Qn_29g31(N) =
1}\71
= Qu-23 2-——&2 (54+4a)j+4(@+1)") =
J= jl
N—1<7\72 N<19+2a>+49 o +5>
- | a” a -
2 3 6 +
5 af 3B 44
— 3—— — —— — ——
a 4(1 + 5 -+ 5 -+
1 a; ]\7+ 1 —2
_— {9 -
300 & T 1{ ( 3 )
N4+1-2 ,
—(3+2a)< o >+(a2+a+B)(N+z—2)}+

2 2
+—3—QN—2'(7 +5(1—— 17(1 )
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und damit

! {z_1<z2 <1g+2>+4"+8a+5>
= —_—2Z— a a” —
gs,1(2) 0.1 2 37\

1 a; z24+1—2 z4+1 -2
: . < <2 —(3+2a +
+2Qoo i; 22+=% ] { ( 3 > O+ )< 2 >

+(a2+a+[3)(z+i—-2)}+§-(7 +5a;17a2).

Die Betrachtung von g3 o (N) ist zum Gliick einfacher:

9o=i 1 g—N—i

N oje7  a N 427"~
27 _e g Wty (5.35)
i=0 @ Qe 21 QN +i
§27_dratp o (N o727
=0 @ Qw iZ1 Qvei

Auf allen rechten Seiten kann man N durch ze C ersetzen. Damit ergibt
sich

(5.36)
2—2—-’[-{—2

{—=2+@c+1y[z+i—4)a+1 +(1-—‘(12)]}}.
iZ1 Qogi-s -.

Bei g, (N) treten keine Konvergenzschwierigkeiten auf, so dafl die
Erweiterung durch eine Routinebetrachtung erfolgen kann:

N-—1 9l—j

(N) = - Y; =
94 i=t @5 ’
e i (5.37)
- ¥ v+ y ¥,

ize Q- JZN @
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Bezeichnet man mit p, die auftretende Konstante:

!
t= Y., 5.38
) p4 J§4 Qj_] J ( )
dann kann man schreiben
Zl—j—z .
ga(2) = —py+ 3, Y +2); (5.39)
i20 Qjyzni

man beachte, dafl Y (z) wie folgt eingefiihrt werden kann:

_ZZ<> s(z—k—1—a)+2azR*(z—3) +
(5.40)

IIV

+2(@ +1)R*(z —2).

Auch bei g5(N) treten keine Konvergenzschwierigkeiten auf, die
Probleme sind vielmehr durch die Faltung in o gegeben. Wieder wird
die Technik der Partialbruchzerlegung zum Ziel fiilhren. Zunéchst kann
man wie lblich schreiben

ol —j—z
g5(2) = —ps + . *(j +2), (5.41)
Jj20 Qj+z—l
mit
2! =7
Ps: = Z c;>

Jjz4 Qj—l

nur muf3 man noch iiberlegen, was 6* (z) bedeuten soll. Dies geschleht in
den nachsten Zeilen. Nach Definition und (4.13) ist

2N 1 k—2+1 N—k—2+j |
of = —5— a;a; - : - . 5.42
i k;?. < ) & i,él i Qk—2+i ] N k=245 _] (5.42)
Wir schreiben
1 1
of=Z+T _ | oN=E-Z+j _q1 "
(5.43)

1
T oN+iH =4 _ {1 + ok+1-2 7] + N —k+j-2 _ 1}
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und setzen dies in (5.42) ein, was entsprechend den Ausdriicken in der
geschweiften Klammer drei Reihen ergibt. In der dritten vertauschen
wir ¢+ mit j und k& mit N — k, was den Wert unverandert 1at, und fassen

zusammen. 1 1 V_9 V
gy ¥
O'X/=Q2 Z zalj 2V+1,+J—4- 1 Z (k)

(5.44)
. . 2
-(k—2+z)(N—/c-—-2+y)-{l + 1}-

Eine elementare Rechnung ergibt

v -2

N ' |
2. <k>(/0——2+z)(N-—/c._2+9)___.

k=2
IV HNQ2i+2j -9 +4(0 -2 -2+ (5.45)
+[V? d——z———j)+N(—2+32+39-2zj)-—-2(2—2)(7—2)].

Die andere Summe (iiber k) kann durch Abzug zweier Terme von 2 bis
unendlich erstreckt werden. Dies ergibt schlieBlich die gewiinschte

Fortsetzung:
1 1

c*(2) == a;a; —— .
Qio i,]él YU oz+i+i—4

{22“' [P +2(2i+2j—9) +4(—2)( —2)] +

FF 2 —i—j) +2(—2+ 30 +3j —24) —
(5.46)
—20 =2 (-] +2 T (k Ne=k=2+9)

IIV

z 1 ) o 1

" 1

Nachdem nun das Problem der Fortsetzungen abgeschlossen ist,
konnen wir uns der asymptotischen Auswertung von wy zuwenden. Wir
wissen gemal} unserer einleitenden Ausfithrungen, daf3

v
Wy ~ <l3> + Zres([N; 2] {fi(z) + ... +f5(z)}); (5.47)
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die Summe ist dabei tiber alle Pole mit Re z < 4 zu erstrecken. Dies sind
3.2 4+ %, 1 + % usw. (keZ). Wir haben fiir z — 3

1 [N
. N:z] ~
[ ! z——3<3>

und f; (z) ~ — 1, wahrend f;(z) ~ 0 fiir ¢t = 2, 3, 4, 5. Also hebt sich der

N
Extraterm <3> in (5.47) fort.

Wir schreiten nun zu z — 2.

V 1
N.z]~ — —_——
i~ - (3) =

fo(z) ~ Qo ga(z) ~ —4a +4 B*(—1)

| (2) : {1<4 PP +5)
z) ~— 3= |- ———4« a a —
g3 2 12\3 3

. | i |
L] v G {2<@>_<3+2a)<2>+(a2+a+B>z}+
2Q, 512 —1 L \3
+2(7+5a 17a2)}— 28(12+16(1+14
3 -3 3 3

Dabei sind folgende Formeln verwendet worden, welche man aus
(5.23), (5.32) und (5.33) erhilt:

( « m=1
! @[ P 2 (5.48
Qo i$12 —1\m) 2 "= (5.49)
v —2ap — o’
2 m=3
\
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) 34 16(1 14 (5.49)
a9(2) ~ —Q° —— 0 ——. 5.
93,2 3 3 3

gu(z2)~ Yy =4daR*(—1) (5.50)

gs(z) ~ 6*(2).

Bei der Berechnung gemif Formel (5.46) mufBl der Term fiir
1 =7 = 1 gesondert betrachtet werden; er heifle voriibergehend o} | (2).
Nach langerer elementarer Rechnung ergibt sich

* (2 —_l.[ 6 2 4 5 (=% }
m“)‘Q; B +L—L@zw+nw—n@h4)'

' (5.51)
Der Beitrag 6%, ,(2) fir+ 2 2 und j =1 ist
G*; 2.1 (2) = 0 . (552)
Der Beitrag of »2(2) fiir + =1 und j = 2 ist nach (4.13)
1 4 a;
0 >22) == — — —1) =
(5.53)
—4 1
=——[:W—U———q
LR LRy
Schlieflich verbleibt noch fiir 7,7 = 2:
s (2) 2 [R*( 1 —1 le (5.54)
Gz92,22(4) = — —-1) - : 5.5
=n2 LQq
Wir fassen zusammen:
Q)+ .. +95(2)~ =2 (¢ +1 —R*(=1))" +
' (5.55)

L [erii it B
T L& k+ k- -]

. . . 2 .
Nun konnen wir den Koeffizienten C' von N~ in der gesuchten
Varianz bestimmen, wobei wir

N) 1
[NV;z] ~ —(» ) — fiir z > 2 (5.56)
2)2—-2



364 P. Kirschenhofer und H. Prodinger

bentitzen. Er ist
C=[a+1—R*(-1)7 -

] 1 1 2 (— 1)k ]
- 34 _= - 5.57
ng[ 3+L+L2 Lkég(/cﬂ)(k—l)(z"—l) (5:57)

, 1
—M+1—Rﬂ—nr—@{ﬁh

Wegen (2.18) haben wir
| C =0
Wir konnen nun bereits unseren Hauptsatz formulieren:

Satz 2: Die Varianz der Anzahl der internen Endknoten eines
digitalen Suchbaumes aus N Daten ist fiir N - o0 asymptotisch
dquivalent zu

A-N + Nobs(logy N). (5.58)
Dabei ist 85(x) eine periodische Funktion von Periode 1, kleiner
Amplitude und Mittelwert 0; ihre Fourierkoeffizienten konnten im
Prinzip angegeben werden.

(g2(1) + ... +g5(1)) —2(a + 1 — R*(—1))* +
(5.59)

A=+ !
L
1
=5
Yo
wobel g, g3, g4 TESP. g5, die in (5.20), (5.34) und (5.36), (5.39) resp. (5.41)
eingefiihrten Funktionen sind.

1
+ (@ +1 —R*(—l))—ég—m?]o— (618210,

Beweis: Die Residuen bei z = 2 + y, geben AnlaB zu einer periodi-
schen Funktion 6, (z). Die Varianz besitzt die asymptotische Entwick-

lung .
N~64(10g2N) “+ ...

Wir behaupten, dal §, (x) identisch verschwindet. Im anderen Fall
wiare 8,(xr) < —e in einem Intervall [a,b] fiir ein passendes € > 0
(Mittelwert 0 und Stetigkeit).

Dalogy, N modulo 1 dicht ist, wire die Varianz fiir unendlich viele N
negativ — ein offensichtlicher Widerspruch.
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Das Verschwinden von 8, (x) fiihrt auch zu unendlich vielen
Identitdten, da die Fourierkoeffizienten identisch verschwinden miis-
sen. In [5] sind solche explizit angegeben.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dafl bei z = 1 ein einfacher Pol vorliegt.
Dazu ist zu zeigen, daf

g1 (1) +...+g5(1) =0 (5.60)

ist. Nun:

g1(1) = —2;

ga(l) =2 —2a +2R*(—1);

g3(1) = —2a —4a’;

gi(l) =4a(a@+1) +2(1 +2a)R*(—1);

95(1) =o*(1) +o*(2),
und da

o*(l)= —0o*(2) —4(a + 1)R*(—1)
gilt, folgt
gs(1) = —4(a + 1) R*(=1).

Insgesamt ergibt sich also (5.60).
Das Residuum von

[(NV;2] (fi(2) + ... + f5(2))

an der Stelle z = 1 ist

(gh (1) + ... +g5(1)). (5.61)

ST

Das ist aber nicht der einzige Beitrag zum linearen Term. Vom
Residuum bei z = 2 kommt dazu:

—(q1(2) + ... +g5(2)). (5.62)

Von [y kommt -
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9
von — 17\. kommt

1
@T [5, 52]0]» (5.64)

was zur Konstanten 4 fithrt. Eine genauere Berechnung von 4 diirfte
hoffnungslos sein.

—N[(a-H —R¥(— 1)+
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