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1 . Einleitung

Die Analyse von Algorithmen hat sich in drn Ietzten Jahren zu
einem bedeutenden Teilgebiet der Theoretischen 1',i fc , rmatik entwickelt .
Neben der Untersuchung von Laufzeit and Slit'itghrrl,edarf eines Algo-
rithmus im ungiinstigsten Fall (,,Worst-case-N'( ,rl„r,Ii, r;n ") erweist sich
fur die Praxis die Feststellung des „durchschnit,t-iiChon" Verhaltens als
mehr and mehr bedeutsam . Vom Standpunkt dos MM ,,, t , hematikers aus ist
dieses Aufgabengebiet besonders reizvoll, da dire (n y,,, ptotische) Analy-
se'des durchschnittlichen Verhaltens zumeist tilt V„rhindung mathema-
tischer Methoden aus unterschiedlichen Teilguhi„tc,r,, wie Kombinato-
rik, Wahrscheinlichkeitstheorie, Funktionenthe(,ri c' u, a ., erfordert. In
der gegenstandlichen Arbeit soil eine Auf',,nd)(,r1,,t,,,llung behandelt
werden, zu deren Losung auf Ramanujan zurii(Agceh„nde Transforma-
tionsresultate aus der Theorie der Modulfu r, k ti0 r,( .n von zentraler
Bedeutung sind . Wir geben eine kurze t bersir,hl, iih(,r eine Reihe von
Resultaten, die in letzter Zeit von uns mit 1',1' ;e erzielt werden
konnten, and beweisen ein technisch sehr aufw(,,,rwig,,,; neues Resultat,
welches auf eine Aufgabenstellung von K n u t h (' 1 1] zurizckgeht .

2. Modulfunktionen and Reihentransform .a,tionen
Zur Motivation des Einsatzes von Resultati ; r , ;i,,a ;; der Theorie der

Modulfunktionen sei die folgende Aufgabe erw>i1,r,t (ddi, zusammen mit
S c h o i 3 e n g e i e r in [8] behandelt wurde)

)9*
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Bei der asymptotischen Analyse der Varianz eines Parameters einer
speziellen Datenstruktur (vgl . Abschnitt 3) tritt folgende Konstante
auf
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Die numerische Auswertung ergibt

IC2 -11 < 10 -12

Auf der Suche nach einer moglichen Erklerung fur these numerische
Koinzidenz and nach einer expliziten Formel fur den Fehler gelangt man
zur folgenden bei Ram anuj an [14] auftretenden Transformationsfor-
mel
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Tatsechlich ist nun (2 .3) equivalent zu einem Spezialfall der Dedekind-

schen Transformationsformel fur die il-Funktion
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Fur die Formeln (2 .3) bzw . (2 .5) existiert ein sehr eleganter Beweis
von C . L . S i e g e l ([16]) mi t Hilfe des Residuenkalkiils ; vgl . auch [ 1 ] .

Die Losung des oben erwehnten Problems ist mit (2 .3) recht
einfach
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Setzen wir

Mittels (2 .3) folgt dann
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and damit
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(2.12)

Mit (2 .12) kann nun C 2 - 1 leicht abgeschatzt werden .
Dient die Anwendung der Transformationsformel (2 .3) in diesem

Beispiel nur der Erklarung einer numerischen Koinzidenz, so haben wir
es im weiteren mit Aufgabenstellungen zu tun, in denen Formel (2 .3)
bzw. ahnliche Resultate bei der Feststellung der korrekten asymptoti-
schen Grol3enordnung vorgegebener Ausdriicke entscheidend eingehen .
Die Transform ationsformeln, auf die wir uns beziehen werden, behan-
deln Reihen der Form

km

k>1
e2ak - 1 m eine ungerade gauze Zahl, a > 0 :

	

(2.13)
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Seien a, 13 > 0 and a • (3 = ?t 2 . Dann gilt :
(I) [R a m a n u j a n s Formel fur ~(2N + 1)] :
Ist N eine positive ganze Zahl, so ist
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definierten Bernoullizahlen sind
(II) Fur m = - 1 haben wir bereits Formel (2 .3) .
(III) Fur m = 1 gilt
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(IV) Fur natiirliche Zahlen N > 2 ist
~,2A'-1

	

2A'-1
_

	

B2
a~
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4N
(2 .16)

Beweise von (I)-(IV) mit Hilfe der Theorie der modularen
Funktionen sowie ausfiihrliche historische Hinweise findet man in der
ausgezeichneten Arbeit [2] von B . B e r n d t .

In den von uns betrachteten Problemstellungen besteht ein zentra-
ler Teil der Losung nun in der Untersuchung des Mittels des Quadrates
von periodischen Funktionen wie etwa

mit L = log 2 and yk =

1
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Der nullte Fourierkoeffizient [62]() von 81 (x) kann nun unter
Beniitzung von (2 .14) and (2 .3) bestimmt werden (vgl . [5]) :

Es ist wegen der Funktionalgleichung fur F (x) and wegen

F (iy) 12 =

	

n
y • sink (in y)

Ixki'iF(-1 +Xk)1 =

wobei
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Vermoge der Transformationsformeln erhalt man einen wesentlich
komplizierteren Ausdruck fur die rechts stehende Reihe, der insbesonde-
re Faltungssummen fiber die Bernoullizahlen enthalt . Mit Hilfe einiger
trickreichen Manipulationen mit erzeugenden Funktionen vereinfacht
sich jedoch das Ergebnis wesentlich, and man erhalt letztlich

[6230 = 3 --17-- 1 +
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3. Analyse von Datenstrukturen zur digitalen Suche
Eine wichtige Klasse von Algorithmen befaBt sich mit dem

Abspeichern and Aufsuchen von Daten in baumartigen Datenstruktu-
ren (vgl . [11]), wobei wir in dieser Arbeit sogenannte Digitale Suchba_ume
untersuchen

Vorgegeben seien N Schlussel K 1 , . . ., Ky bzw . deren interne
Darstellung durch eine (potentiell unendliche) Binarfolge . Der zu-
gehorige Digitale Suchbaum ist ein Binarbaum, dessen N interne
Knoten die Schlussel K 1 , . . ., K,,v beinhalten. Der Baum ist folgender-
mal3en aufgebaut : K 1 ist in der Wurzel abgespeichert ; wurden_
K 1 , . . ., Ki bereits abgespeichert, dann findet man den Platz fur
Ki+1 = a1 a,a3 . . . (aje {0, 1}) so, da[3 man die Symbole aj jeweils als
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Anweisung betrachtet, in der j-ten Ebene nach links (0) bzw . rechts (1)
uweiterzugehen, bis zum erstenmal ein noch unbesetzter Knoten auftritt .

Beispiel : A = 010 . . .
B = 110 . . .
C = 111 . . .
D=001 . . .
E =000 . . .

Die Reihenfolge, in der die Schliissel eingetragen werden, ist
nati rlich relevant .

Wir werden im weiteren auch Resultate fiber andere Datenstruktu-
ren zur digitalen Suche zitieren, namlich sogenannte „Tries" (von
information retrieval) and „Patricia Tries" (von practical algorithm to
retrieve information coded in alphanumeric) .

Binare Tries entstehen in analoger Weise zu digitalen Suchbaumen,
jedoch werden die Daten in den Endknoten abgespeichert .

Beispiel :

10

0
0

	

0
a

0

0

Patricia Tries entstehen im wesentlichen durch Weglassen derjeni-
gen internen Knoten in Tries, die nur einen Nachfolger haben .

Beispiel

0

40

	

0
0
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In den folgenden Ergebnissen wird stets von einer der obigen
Datenstrukturen ausgegangen, die aus N Schliisseln entstanden ist,
wobei wir annehmen, daB alle Binarfolgen als Schliissel gleich wahr-
scheinlich sind . (Man kann anstelle von Binarfolgen auch Folgen fiber
einem endlichen Alphabet der Gro[3e 1f betrachten and gelangt dann zu
den analogen M-wren Datenstrukturen ; val . [6] .)

In der Informatik interessant ist nun das ,durchschnittliche
Verhalten" gewisser Parameter, die fur den Speicherbedarf der Daten-
struktur, fur den Aufwand bei der Suche bzw . bei der Einfugung von
neuen Daten oder ahnlichen Gr6Ben charakteristisch sind . Die Beschrei-
bung erfolgt meist durch den Erwartungswert des entsprechenden
Parameters unter den aus N Schlusseln gebildeten Baumen . Zahlreiche
Resultate in dieser Richtung finden sich bei K n u t h [11] sowie, unter
Verwendung neuartiger analytischer Methoden, bei F l a j o l e t and
S e d g e w i c k [3] . Fur die Praxis ist nati rlich neben der Kenntnis des
Erwartungswertes eine genauere Information fiber die Verteilung der
zufalligen Veranderlichen wunschenswert : man wird also versuchen, die
Varianz zu analysieren . Um die dabei auftretenden mathematischen
Probleme besser zu verstehen, wollen wir zunachst einen kurzen Abril3
der zur asymptotischen Analyse verwendeten Methode geben

Es bezeichne XN die zu untersuchende zufallige Veranderliche, z . B .
die Anzahl der internen Knoten eines aus N Schlusseln aufgebauten
Tries. Im ersten Schritt stellt man eine Rekursionsformel fur die zu den
XN gehorigen wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen auf ; diese
Rekursionsformel spiegelt im wesentlichen die rekursive Struktur der
auftretenden Baume wider . Im nachsten Schritt gewinnt man eine
Rekursion fur diese Erwartungswerte EXv , deren explizite Losung stets
auf die Gestalt

EX,V =

	

N )
(- 1 )kf (k)

	

(3.1)
k>m k

gebracht werden kann . Man sucht nun nach einer analytischen Fortset-
zung der Funktion f, die es erlaubt, das folgende Lemma anzuwenden
(das Auffinden einer geeigneten analytischen Fortsetzung wird sich in
dem von uns in Abschnitt 4 and 5 behandelten Problem als durchaus
nichttriviale Aufgabe erweisen) .

Lemma 1 (vgl . [13]) : Sei W eine Kurve, die die Punkte
m, m + 1, . . ., N umfahrt, and sei f (z) analytisch im Innern von le . Dann
gilt

N

	

1

k~:m ()

	

~k (- 1 )
k
f(k) = -~)ni f[N ;z]f(z)dz,

lie
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wobei
1

	

I --AT!
z(z-1) . . .(z- .A)

Zumeist ist f nun eine in C meromorphe Funktion, deren
Wachstumseigenschaften im Unendlichen es erlauben, durch Ausdeh-
nung des Integrationsweges den folgenden asymptotischen Ausdruck zu
erhalten

EX,~- -

	

R.es ([A' :, z] f (z)) ;

	

(3.2)

wobei die Summe fiber alle Pole T m	h' erstreckt wird (vgl . [3] and
[15] fur die technischen Details der geeigneten Ausdehnung des
Integrationspfades) .

In den von uns oben angesprochenen Aufgaben ergibt sich fur den
Erwartungswert ein asymptotischer Ausdruck der Form

EXr, - J" • (A + 5 (log, N))

bzw.

EXN - - log 1- - (A + S (log, N)),

mit einer Konstanten A and einer stetigen, periodischen Funktion S (x)
mit Mittel 0, deren Baufortu i hnlich wie (2 .17) ist .

Versucht man nun die Variant azvmptotisch auszuwerten so
verwendet man

VarXr: = EX_, - Xy -1 - E_T_y - (EX ,,-) 2

	

(3.4)

and geht zur Bestimmung de--- Moment, 2 .Ordnung dhnlich wie beim
Erwartungswert vor, wobei alierdis weft hohere technische Schwierig-
keiten auftreten . In (3 .4) geh: ± mit dem Term (EX r,)2 auch das
Quadrat 5 2 (log2 N) der peri.odi:,-hex, F +~d-:?~ation aus (3 .3) ein : Es erweist
sich nun als entscheidender -hri7n_ das Mittel der Funktion 5 2 (x) zu
bestimmen(vgl .Abschnitt21-h ~erden die Transformationsformeln
aus der Theorie der modulare F_i± k'nen verwendet . Hat man das
Mittel als eigenen Term isolie-- s; :,~_i_~_:hwinden alle nichtfluktuieren-
den Bestandteile der Ordnur._- \--- V in VarX,- : das Verschwinden
der fluktuierenden Bestandieir = s -:h dann au: einem Stetigkeits-
argument and der 1\Tichtne t:

	

o~ Var X
Insgesamt kann man al- :

	

iwendun,, der Transformations-
formeln zeigen, dab Var X -

	

- i~rh deutlich kleiner ist als



vielleicht erwartet . Mit hohem technischen Aufwand konnen schliel3lich
die tatsdchlichen asy mptotischen Hauptterme von Var X y ermittelt
werden, wobei in die ,expliziten" Formeln meist sehr komplizierte
Konstanten eingehen .

Die V arianzen Var X y fur die folgenden Parameter bzw . Daten-
strukturen wurden bereits studiert : Die Anzahl der -internen Knoten in

Tries ([5]), die Kosten der Einfugung eines neuen Datums fur alle drei
erwdhnten Datenstrukturen ([7]) and die sogenannte Pfadlange, das ist
die Summe der Abstdnde der belegten Knoten von der Wurzel, in Tries
([1]), Patricia Tries ([9]) and Digitalen Suchbaumen (in Vorbereitung) .
Folgen die Arbeiten wohl ein and derselben oben dargelegten Leitlinie,
so sind die zu bewaltigenden technischen Probleme meist vollig unter-
schiedlich geartet . In der vorliegenden Arbeit wollen wir nun eine
technisch besonders aufwendige Aufgabe bearbeiten, namlich .die Unter-
suchung der Anzahl der internen Endknoten in Digitalen Suchbaumen
(d . h . der Endknoten des Baumes, der aus den besetzten Knoten gebildet
wird) . K n u t h hat in [11] die asymptotische Auswertung des Erwar-
tungswertes als offenes Problem gestellt ; F l a j o l e t and S e d g e w i c k
konnten das Problem in [3] losen . Wir prasentieren in den folgenden
Abschnitten die Analyse der Varianz . Charakteristisch fur die Analyse
von Digitalen Suchbaumen ist das Auftreten von Funktionen in Form
von Produkten, wie etwa
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X \

Q (x) = F1 1 - -

	

(3.5)a
i>_1

	

7 j

im einfachsten Fall and die vielfdltige Verwendung der auf E u l e r
zuriickgehenden Identitaten (4 .15) .

Wir verwenden im weiteren haufig die folgenden Abkiirzungen

sowie

2kni
L = log 2, X k = L (3 .6)

[zn]f (z)

fur den Koeffizienten von zn in der Laurent-Entwicklung von f (z) .

4. Erwartungswert der Anzahl der internen Endknoten
Zur Berechnung der Erwartungswerte and Varianzen erweist es

sich als zweckmal3ig, die folgenden wahrscheinlichkeitserzeugenden
Funktionen FN (z) zu betrachten :
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Der Koeffizient von z k in F N (z) sei die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB ein digitaler Suchbaum aus N Daten genau k interne Endknoten
besitzt. Wir erhalten dann die folgende Rekursion

N

	

N
FN+1 (z) = E

2-N

	

Fk (z) FA'-k (z),
k=0

	

k
(4.1)

N >_ 1, F0 (z) = 1, F 1 (z) = z .

T
[Man beachte, daD 2--~'

k
die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daB

ein digitaler Suchbaum aus N + 1 Daten k (resp . N - k) dieser Daten im
linken (resp . rechten) Subbaum enthalt .]

Der Erwartungswert IN des betrachteten Parameters ergibt sich
dann als

IN = FN (1) ;

	

(4.2)

aus (4 .1) erhalt man unmittelbar

N ~T
1N+1 = 2 1-1`'

	

1k , N >_ 1, to = 0, l l = 1 .

	

(4.3)
k=0 k

Um eine explizite Losung dieser Rekursion zu gewinnen, erweist
sich die Betrachtung der exponentiellen erzeugenden Funktion

z
N

L (z) _

	

IN N!
(4 .4)

N,0

als zweckmaBig . Die Rekursion (4 .3) iibersetzt sich dann in die
Funktionaldifferentialgleichung

L' (z) = 1 + 2 L
2

ez/2 .

Betrachten wir anstelle von L (z)

(4.5)

z'~'
.~ (z) : = e-z

L (z) = Z IN

	

(4 .6)
r' z0 N!

ergibt sich die Beziehung

L' (z) + L (z) = e-Z
+ 2

L z~
(2/



and somit

so ist

-1

	

1

	

1
1N=(-1)w QN-2 -+ . . .+

	

N>2, 10 =0, 11 =1 . (4 .8)
Qo

	

QN-2

Zur Abkiirzung setzen wir
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'N+i

	

2 1- v̀)1v , 1V>_0, 10 =0.

Die letzte Rekursion wird durch Iteration gelost
Bezeichnet Q N das Produkt

Qw = fl 1 - 1 k ), (4 .7)
1 <ksN

	

2

and haben schliel3lich

l1y =N

	

(N)(l)k R-

	

- k _2 .

	

(4 .10)
k>2 k

Um Lemma 1 anwenden zu konnen, ist eine geeignete analytische
Fortsetzung der Grol3en RN vonnoten . F l a j o l e t and S e d g e w i c k
verwenden in [3]

~`

	

1 .
R =N+1-a+Rv, a=kL12k-1,

	

(4 .11)

R* (z)

RN QN
1

	

1

Qo +
. . . +

QN
(4 .9)

wobei R,*v fortgesetzt wird durch die Funktion

(z + 1 + j -a) . 2 -z-1-j
R* (z)

j~0 (1 - 2 -` -1 ) (1 - 2 -z-2 ) . . . (1 - 2-- -1-~)
(4 .12)

Fur unsere weiteren Betrachtungen erweist es sich als zweckma13i-
ger, die folgende alternative Darstellung zu verwenden

z +j
+j -Q OO j >_ 1

j'

	

2"

	

1
2(2

Qj-1

(4 .13)
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Hierbei bezeichnet Q a das unendliche Produkt

Q -

	

1 --

	

(4.14)00

	

z 1

	

2Jj

Zum Beweis schreiben wir R* (z) nach (4.12) mit x = 2 -` in der Form

R*
(z)
- E

	

(z + j - a) 2 -z -j

j?1

	

-X)

	

X)

	

1-x.
2

	

4

	

2)

and erhalten durch Partialbruchzerlegung and Vertauschung der Sum-
men

R* (z) _

	

z+l+j-a
j '_ 1

j2)

	

i o

	

Q1

2
\ Qj_1' 1 - 2j

Zur Auswertung der inneren Reihe bedient man sich der bekannten
Identitat von E u l e r

to

n.Z, (1 - q) (1 - q 2 ) . . . (1 - qn) =

1
(1 -t) (1 -qt)(1 -q2 t) . . .

Setzt'man q = t = 1/2, erhalt man

y
2-1

	

1
r _>o

	

1

Bowie (nach vorherigem Differenzieren)

1- 2 - '

	

a

Damit ergibt sich der Ausdruck (4 .13) fur R* (z) unmittelbar .
Aus (4 .10), (4 .11) and (4.13) ergibt sich insgesamt

(4 .15)

(4 .16)

(4 .17)

1~,=(?~~-1)(a+1)-

	

k
( -1 ) kf1(k)

	

(4 .18)



gezeigt worden, woraus man

R*(-2)=2(a+1)-R*(-1)

	

(4.21)

ersieht .

Satz 1 [F l a j o l e t, S e d g e w i c k] : Der Erwartungswert 1.7v der
Anzahl der internen Endknoten eines digitalen Suchbaumes aus N
Daten ist fur N -+ oo asymptotisch equivalent zu

1N =(N +1) (a+l-R*(-1))-

N 8 1 (log 2 N) - 1 51 (1092 N) + &
Q uo

	

Quo

Hierbei sind 8 1 (x) and 8? (x) periodische Funktionen von Periode 1 mit
kleiner Amplitude and Mittelwert 0 ; ihre Fourierentwicklungen sind

8

	

1 Z Xk r

	

xk) - e
2 kaix

1 (x) =L k (- 1 -

bzw .

1

S9 (x)

	

L k~0 1

	

xk
F ( 1 - xk) -

e?kaiz
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mit
1

	

(-1~ - ' z+j-2
fi (z) = R* (z - 2) = ~ • j~ , 1

	

2z+3
_., - 1

	

(4.19)

2C2 Q,_1

Zur asymptotischen Auswertung von 1N in der speterhin notigen
Genauigkeit sind die Residuen von [N ; z] f 1 (z) in den (einfachen !) Polen

z = 1 + Xk bzw . z = xk zu berechnen .
Diese Residuenberechnungen sind nicht schwierig and fiihren

direkt zum Satz 1 . Dazu ist noch anzumerken, dal3 R* (- 1) existiert,
was aus der Darstellung (4.13) sofort, aus der Darstellung (4.12)
hingegen nur mit Miihe zu erhalten ist . Weiters ist in [3] die Rekursion

(z + 1 - a) 2 -z-1

	

1
R*

1 - 2_z_1

	

- 2_z_1

	

(z

	

1)

	

(4.20)R* (z) =

0
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5 . Varianz der Anzahl der internen Endknoten
In diesem Abschnitt soil nun die Varianz des gesuchten Parameters

vermoge (3 .4), d. h. durch die Formel

Fr; (1) + FN (1) - (F' (1)) 2

	

(5.1)

berechnet werden . Dazu muI3 der Ausdruck F~, ; (1) bestimmt werden .
den wir abkiirzend mit

wN :=Fr,(1)

	

(5.2)

bezeichnen . Aus der Rekursion (4.1) erhalt man sofort durch zweimali-
ges Ableiten

N

w

	

21-N N N wk + 21-N

	

1k IN-k' -AT > 0, wo = 0 . (5.3)
r +1 =

	

E
k-o k

	

k-o k

Wie im 4 . Abschnitt verwenden wir exponentielle erzeugende
Funktionen

W (z) : = Z wN z bzw . W (z) = e -zW (z) = E ivN
Z

. (5.4)
N>o

	

N!

	

N>o

	

N!

Damit lot sich (5 .3) schreiben als

W' (z) = 2 e z /2 W 2+2L2
2

bzw .

(z) + W (z) 2 L~
2
z )

+ 2
L2 (Z'

2,/

Man kann nun die Koeffizienten ablesen

-(1 -21-~)wN+2A' N
=

2 ~7
Rk -2 RN - 2 -k +A'

	

k

-

2 k

+22-r'(-1)r' •N •R I,;_3, N>_3, wo =ivy =w2=0 .

	

(5.6)

Wir kiirzen ab

N-2 N
6N : _

		

Rk-2RN- 2 -k .

	

(5.7)
k-2 k
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Die Rekursion (5 .6) wird nun als

wy+I 	WN

(-1) y Q :v-i

	

(- 1)`V- ' QN-2
1V • 22- `v RN-3 2 1-N

+

	

Q

	

+

	

6N , N >_ 3,
w - I

	

QN-I

wo =w 1 =w2 =0, w3 =1

eschrieben and durch Summation gelostg

N-I j	 .22-jR • 	N-I 21-i
wy=(-1)y-'Qw-, .~2+

	

+

	

6j fur N>_4 .
j=3 Qj-I

	

j=4 Qj-1

Man gewinnt dann wN als

N w N
Wy =

3
+

k~4 k
wk .

Zur asymptotischen Auswertung von WN benotigen wir eine Fortsetzung
von ivy , welche auch fur komplexe Werte sinnvoll ist . Dieses Problem
wird nun in der Folge behandelt .

Die erste Schwierigkeit ist, da3 die Summe

N-1
Z 2 -jaj ,

	

(5.11)
j=4

welche in (5 .9) im wesentlichen auftritt, fur N oo nicht konvergiert .
(Man beachte QN Q,,c, .) Man definiert deshalb den wesentlich kleineren
Ausdruck v-2

E
N

6y _

	

Rk-2 RN-2-k
k=2 k

and rechnet vermoge (4 .11) um

a,v = (7v+YN +XN

mit
N-2

YN = 2

	

Rk-., (N - k - 1 - a)
k=2 k

N-2 (IV)
Xy-

	

k
(k-1- a) (1V-k-1- a) .

k=2
Sitzungsberichte der mathem .-naturw . K I ., Abt . II, 197 . Band, 4 .-7 . Heft

(5 .8)

(5 .9)

(5 .10)

(5.12)

(5 .13)

23
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Nach muhsamer, aber elementarer Rechnung erha,lt man

Xr, = 2 -''' -2 {N2 - (5 + 4a)N + 4 (a + 1 )2} +

+2aN2 +2N (1-a-a2)-2((x +1)2 .

Der Ausdruck fur i2, in (5 .9) zerfallt nun in fiinf Bestandteile :

mit

iv,~, _ (- 1)~' {f1(N) +f2(N) +f3(N) +f4(N) +f5(N)} (5 .15)

f1 (N) = - QN-2 - 2,

?~ -1 ). 22-JRj -3
f2 (N) - QN

2 j

	

Q _ 1

N-1 21 -j

A(N) _ - QN-2 Z
j=4 Qj-1

N-1 2 1-j
f4 (N) _ - QN-2 7,

j=4 Qj-1

N-1 21-j

E
j=4 Qj-1

fs(N) = - QN-2

Als alternative Notation wollen wir auch

Xj .

Yj ,

9i (N) =fi (N)/QN-2 fur i = 1, . . ., 5

	

(5.16)

verwenden. Es gilt nun, die Grofen fi (N) (bzw . gi (N)) fur komplexe
Argumente fortzusetzen .

Die Fortsetzung von g 1 (N) _ - 2 ist trivial, so daB wir uns

X 29-' Rj-3
92

j=3

	

Qj-1

(5 .14)

(5 .17)

zuwenden konnen . Da Rj = 0 (j) ist, konvertiert die Summe in (5 .17) :

22-j RR-3

	

(5 .18)P2~ = ~
j?3

	

Qj-1
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j 22	Rj -
g2 (1V) _ - P2 +

j=y

	

Qj-I

	 + N) 2 Rj+y-3

j'_0

	

Qj+y-1

Somit ist die Fortsetzung erzielt

2-j-z
+3Rjz-

92 (z) = - P2 +E+	z) 2 (5 .20)
j 0

	

Qj+z-1

Dabei ist Rj +z _3 als

Rj+z-3=j+z -2- a -1 -R*(j +z-3)

bzw . Qj+z - 1 als

Qj+z-1 = Qap,/Q ( 21-j z )

zu verstehen, wobei Q (z) die in (3 .5) definierte Funktion ist .
g3 (N) ist unangenehmer, weil die Konvergenz erst durch Subtrak-

tion geeigneter Terme erzwungen werden mut3 .

v-1 2 1-j
g3 (N) _ -

	

[2j ' {j' _(5 + 4 a) j +4(a + 1)21 +
j=4 Qj-1

+2aj2 +2j(1-a-a2)-2(a+1) 2]=

1 y-1 1 ,
{j2 - (5 1- 4 a) j +- 4 (a + 1)2} -

	

(5.21)- j==1 Qj-1

y-1 92-jJ
{a j2 +j (1 - a - a2) - ( a + 1) 2 } _

j=4 Qj-I

= - 93,1(N) - 93,2 (N) .

g3 ,, (N) ist konvergent ; unsere Aufmerksamkeit mussen wir also
93,1 (IV) widmen and die nichtkonvergenten Bestandteile herausziehen .
Dazu benotigen wir Informationen fiber

v 1

	

N j

	

y
j2RN = Qy -, S'y = Qy -and Ty = Qy - .

	

(5 .22)
j=o Qj

	

j=o Qj

	

j=o Qj

(5 .19)

23*
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R,A, ist schon bekannt : wir haben

R 'N' = N+1 -a+R.,

	

(5.23)

-mit

R* (z) =
Q

	

Z+,,

	

ai {z + i},
oOi>1 2

	

-1

wobei wir in Hinkunft die Abkiirzung

(-
1)

t-1

ai =

verwenden wollen .
Als Hilfsresultat benotigen wir die Entwicklung der Funktion

1/Q (x) um x = 1, die durch eine elementare Rechnung zu erhalten ist :

Q 00 =1-all-x)+a	
2 +R .(1-x)2+ . . .

	

(5.25)
Q(x )

EX-I']

mit

a=7 k

	

und~i=7
k>1 2 -1

	

k2~ l (2k -1)2*

Nun haben wir

1

Sr,

_ [xA7

[xII] 1 E j x _
1-xj~~oQj

1-xdx1-xQ(x)

x

	

1

	

1

	

1

	

~

	

1
1 - x (1 - x)2 Q (x) . 1 - x Q (X) k > 1 2k

-

Eine elementare Rechnung zeigt

1
4-51 2k - x

=a-0(1 -x)+y, (1 -x) 2 + . . .

(5 .24)

(5.26)



mit

and daher

1

	

N+1

	

a2 +~3

	

1
Sy

2'v+l - 1

	

2

	

2

	

+

	

1 Sv+i =
1-
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1

~~

	

k I
(2k - 1)3

Durch Einsetzen von (5 .25) and (5 .26) sieht man nun

Sv

	

w 1

	

1

	

1

	

a2 + P 1
Qv

[x
] Q. (1 -x) 3 (1 -x) 2

	

2

	

1 -x

1

	

N+2

) _+1)_
(N a?+R + . .

QO,

	

2

	

2

man kann daher ansetzen

N -f- 1
Sy

	

2
a' + R

2 + 's*IV,

wo S*v klein genug ist, um die Konvergenz zu gewahrleisten . Nati rlich
braucht man fur S N* einen Ausdruck, der auch fur komplexe z sinnvoll
ist .

Aus der Definition von Sv ersieht man

1
SN+1 = (N + 1) + 1 - 9N+1 Sw

j + N + 1
a2

+ R	
2

1

	

1
1 - w19+

	

. . .

2

	

2

9w +i

Eine elementare Rechnung zeigt nun [vgl . (4 .16) and (4 .17)]

1

	

1

	

a

	

j(j-1)

	

a' -F ~3

J o 2J Qj Q 0 J o 2JQj Q cc j 0 21 Qj

	

Qcc

+ .

(5 .27)

1
- vji21++

5 .28)

(5 .29)

(5.30)

(5 .31)
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Mit der Technik der Partialbruchzerlegung [vgl . (4 .13)] and (5 .31)
ergibt sich SN = S* (z) mit

1

	

1
S* (z) _

,,, z; > l

2`

z2 +z(2i-1 +2a)+ i2 +(2a-1)i
- ai	

2

Die gleiche Technik liefert auch die Fortsetzung von TN ; aus
Griinden der Kiirze wird die Rechnung hier ubergangen .

Nl
Tr7 = 2

	

+
3

	

- (aR + ,y ] ) + Tr7

	

(5 .33)

mit TA7 = T* (N) and
1 ~'

	

1
T* (z)

Q uo i>1 2'+ 1 - 1

i	 ai f
2 z 3 + i + 2a

z
2
+

+(a2+~)(z+i)

Nun haben wir endlich

Qn-2 * 93,1 (N) =

1 A7-1

	

1
= Qn-2-
	 f„2 - ( 5 + 4 a)j + 4 ((x + 1 )2}

2 9=4 Qj -1
2

=N2_	1

	

-N 6 +2a +4a2 +8a+5

-a3-5a2+aR+3R-Y1 +
4

	

2

	

4

	

2

1

	

ai

	

2
N+ i-2

+ 2 Q OO i Z 1
2A +~-2 - 1

	

3

,
-(3+2a)

NT+
2
i-2

+(a2 +a+R)(N+i -2) +

2+ 2 Qr7-2 •(7+5a-17a2 )

(5 .32)
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g3,1(z)=

	

z-1
z`-z

19
+2a +4a'+8a+5

2

	

3

	

6

	

/
1

1

5

	

as 3 R Y1
-a3 --a` +--1----+

4

	

2

	

4

	

2

ai

	

t2
z+i-2\-(3+2a) z+i-2 +

i> 1 2" +,-2 - 1

	

3

	

2

+(a2+a+~3)(z+i-2) +
2
-(7+5a-17a2 ) .

Die Betrachtung von 93,2 (N) ist zum Gliick einfacher :

2

	

1

	

2-N-i-

	

- ~

j=0 Qj Qap i>_1 QN+i

I j2_' = a -

	

(N + i) 2 -'V-'
(5 .35)

j=0 Qj

	

Q. i > 1

	

QN+i

32 2 _~ a2 + a +

	

(N +,1)2 2-N-i-

j=0 Qj

	

QOO

	

QN+i

Auf alien rechten Seiten kann man N durch z c- C ersetzen . Damit ergibt
sick

a1)

	

23 2 2

	

7
93,2 (z) = 2 Qz-2

	

Qc
	 + 3 a - 3 a - 3 -

2-z-i+2
-

	

{ - 2 + (z + i) [(z + i - 4) a + 1 + a - a2)]}
Qz+i-2

Bei g4 (N) treten keine Konvergenzschwierigkeiten auf, so daB die
Erweiterung durch eine Routinebetrachtung erfolgen kann

N-1 21-i
94 (N) _ -

	

Yj =
j=4 Qj-1

	

(537).
21 -i

	

2 1 -j_-	 Yj + E	 Yjjj>_4 Qj-1

	

j N Qj-I

(5 .34)

(5 .36)
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Bezeichnet man mit p4 die auftretende Konstante

2 1-~
P4 :

	

yp
j'_ 4 Qj-1

dann kann man schreiben

2 1-~ -Z
94 (z) _ - P4 + E n

	

Y U + Z) ;

	

(5 .39)
j'_0 '~j+z-1

man beachte, daf3 Y (z) wie folgt eingefiihrt werden kann

Y(z)=2

	

z R*-2(z-k-1-a) +2azR*(z-3)+
k>2 k

(5 .40)
+ 2 (a + 1) R* (z - 2) .

Auch bei g5 (N) treten keine Konvergenzschwierigkeiten auf, die
Probleme sind vielmehr durch die Faltung in aN gegeben . Wieder wird
die Technik der Partialbruchzerlegung zum Ziel fiihren . Zunachst kann
man wie iiblich schreiben

2 1-j-z
g5 (z) _ - P5 + z	 o * (j + z),

	

(5.41)
j 0 Qj+z-1

mit

2 1-~

j'_ 4 Qj-1

nur muB man noch iiberlegen, was a* (z) bedeuten soil . Dies geschieht in
den nachsten Zeilen . Nach Definition and (4 .13) ist

N-2 N 1

	

k-2+i N-k-2+j
6N

	

k=2 k

	

2
t,

	

a2aa 2k-2 +i

	

1 2N-k-2+j - 1

	

(5 .42)
Q~ = 1

Wir schreiben
1

	

1
2k-2+t - 1 N-k-2+j - 1

(5 .43)
1

	

1

	

1
= 2N+i+j-4 - 1 1 + 2k+i.-2 - 1 + 2N-k+j-2 - 1

(5 .38)
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and setzen dies in (5 .42) ein, was entsprechend den Ausdriicken in der
geschweiften Klammer drei Reihen ergibt . In der dritten vertauschen
wir i mit j and k mit N - k, was den Wert unverandert aft, and fassen
zusammen

N-2 N-CF* -

	

ati aj

	

+j-4
Q00 ij >,

	

2S' + '

	

- 1

	

k

2
(k-2+i)(N-k-2+j) 1 +2k+i-?-1

Eine elementare Rechnung ergibt

w -2 N
(k-2+i) (N-k-2+j)=

k-2 k

=2`v-'[N' +N(21 +2j -9) +4(i -2)(j -2)] +
+[N'(2-i-j)+N(-2+3i+3j-2ij)-2(i-2)(j-2)] .

Die andere Summe (fiber k) kann durch Abzug zweier Terme von 2 bis
unendlich erstreckt werden . Dies ergibt schlief3lich die gewi nschte
Fortsetzung

6* (z) =2 Z aiaj	+ 1 4
Q00 i,j >_ 1

a 2z+1 ~- - 1

2z-2[z2 +z(2i +2j -9) +4(i -2)(j -2 )] +

1

+[z'(2-i-j)+z(-2+3i+3j-2,ij)-

-2(i-2)(j-2)]-+-2

	

(k-2+i)(z-k-2+j) .k>2

(Z)	1	 1
k 2k+i-'-1

-2 (z -3 +i)z(j -1 ) 9i+z-3 -1

1
-2(z-2+i)(j-2)9i+z_,

(5 .44)

(5 .45)

(5 .46)

Nachdem nun das Problem der Fortsetzungen abgeschlossen ist,
konnen wir uns der asymptotischen Auswertung von ww zuwenden . Wir
wissen gemal3 unserer einleitenden Ausfi hrungen, dal3

(N)Ww
- ()3

+

	

res ([N ; z] aft (z) + . . . + f5 (z)}) ;

	

(5.47)
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die Summe ist dabei fiber alle Pole mit Re z < 4 zu erstrecken . Dies sind
3, 2 + xk, 1 + Xk usw. (k e Z) . «sir haben fur z --+ 3

[N ; z] -

and fl (z)

	

- 1, wahrend fi ( z) - 0 fur i = 2, 3, 4, 5 . Also hebt sich der

Extraterm
3

in (5 .41) fort .

Wir schreiten nun zu z -- 2 .
N 1

[N ;z]
^- - 2 z-2'

fi (z)

	

- 2

2 . 2° R_ 1
92 (z)	 Q1	=4(-a+R*(-1))

f2(z) Qo'92(z) - -4a +4R*(- 1)

1

	

1 4

	

19
9s,1(z)-- 2 3 3

	

4a+4a2 +8a+5
Qo

a

	

3
- a3 - 54 a2 +

2
+
4

- +

1

	

ai+		12(i) 3 -(3+2 a) 2+(a2+a+~i)i +
2

2.Q 0 i-12'-1
2

	

a2)

	

28 2

	

16

	

14+ 3 (7+5a-17a) =- 3 a +3 a+3 .

Dabei sind folgende Formeln verwendet worden, welche man aus
(5 .23), (5 .32) and (5 .33) erhalt :

m=1

m = 2

	

(5.48)

m = 3 .
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93,2 (z)
34

a2 -
16

a -
14

.

	

(5.49)

94 (z) - Y, = 4 a R* ( - 1)

	

(5.50)

95 (z) - a* (2) .

Bei der Berechnung gemal3 Formel (5 .46) mu13 der Term fur
i = j = 1 gesondert betrachtet werden ; er heil3e voriibergehend a*, t (2) .

Nach langerer elementarer Rechnung ergibt sich

1

	

2

	

4

	

(- 1)k k* (2) =z - 6+---
. L_k>> (k+1)(k-1)(2k-1)

(5 .51)
Der Beitrag a;, i (2) fur i >_ 2 and j = 1 ist

a(2) = 0.

	

(5.52)

Der Beitrag a*, >-2 (2) fur i = 1 and j >_ 2 ist nach (4.13)

*

	

1

	

4

	

aj
al, ~! 2(2) Q2 L E~2-1-1 (j -1 ) =

00

	

7=~

-4

	

1
= LQOO R*(- 1) - LQ

OO

SchlieBlich verbleibt noch fur 71*, j >= 2

1

	

2
a ; 2 , -> 2 (2)=-2 R*(- l) -_

	

LQOO

Wir fassen zusammen

(5 .53)

(5 .54)

9t (2) + . . . + 95 (2) -r - 2 • (a + l - R* (- 1 )2
(5 .55)

k1

	

2

	

4

	

I)
k + ,

	

-6+L
+ L2 L k>_2 (k+l)(k-1)(2kQ~

	

-1-

Nun konnen wir den Koeffizienten C von 1V 2 in der gesuchten
Varianz bestimmen, wobei wir

1
[N ; Z]

	

N
' -

	

fur z --+ 2

	

(5.56)
2 z-2
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beniitzen . Er ist
C=[a+1 -R*(-1)] 2 -

1

	

1

	

1

	

2

	

(- 1)k k

Q2 -3+L +L2 L kZ2 (k+ 1)(k-1)(2k-1) -

- [a +

	

1)] 2 -1 [52]0
Q

0
Wegen (2 .18) haben wir

C =0 .

Wir konnen nun bereits unseren Hauptsatz formulieren

Satz 2 : Die Varianz der Anzahl der internen Endknoten eines
digitalen Suchbaumes aus N Daten ist fur N -- oo asymptotisch
equivalent zu

A •N +N63 (log2 N) .

Dabei ist 53 (x) eine periodische Funktion von Periode 1, kleiner
Amplitude and Mittelwert 0 ; ihre Fourierkoeffizienten konnten im
Prinzip angegeben werden .

A = + L (92(1) + . . . +gs(1)) -2 (a + 1 -R*(- 1))2 +

(5 .59)

-}- (a + 1 - R*

	

2 [6 ]o -1
Q

	

15 1 5210 ,
00 Q co

wobei g2, 93, g4 resp . g5 , die in (5 .20), (5 .34) and (5 .36), (5 .39) resp . (5 .41)
eingefiihrten Funktionen sind .

Beweis : Die Residuen bei z = 2 + xk geben AnlaB zu einer periodi-
schen Funktion 5 4 (x) . Die Varianz besitzt die asymptotische Entwick-
lung

(5 .57)

(5 .58)

N2 64 (109e N) + . . .

Wir behaupten, daB 64 (x) identisch verschwindet . Im anderen Fall
ware 54 (x) < - & in einem Intervall [a, b] fiir ein passendes c > 0
(Mittelwert 0 and Stetigkeit) .

Da 1092 N modulo 1 dicht ist, ware die Varianz fur unendlich viele N
negativ - ein offensichtlicher Widerspruch .
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Das Verschwinden von 64 (x) fiihrt auch zu unendlich vielen
Identitaten, da die Fourierkoeffizienten identisch verschwinden mus-
sen. In [5] sind soiche explizit angegeben .

Es bleibt nur noch zu zeigen, dal3 bei z = 1 ein einfacher Poi vorliegt .
Dazu ist zu zeigen, da13

91(1) + . . . +95(l) = 0

	

(5.60)

ist. Nun

gi (1) _ - 2 ;
92 (1)=2-2a+2R*(-1) ;
g3 (1) _ -2a -4a2 ;
g4(1)=4 a (a+1)+2 (1+2a)R*(-1) ;
g5 (1) =a* (1) +a* (2),

and da

a* (1) = -a* (2) -4 (a + 1)R*(- 1)

gilt, folgt

g5 (1) = -4 (a + 1)R*(- 1) .

Insgesamt ergibt sich also (5 .60) .
Das Residuum von

[N ; z] (fl (z) + . . . +f5 (z))

an der Stelle z = 1 ist

N
(g1( 1 ) + . . . + g51) .

	

(5.61)L

Das ist aber nicht der einzige Beitrag zum linearen Term . Vom
Residuum bei z = 2 kommt dazu

N
2 (g1 (2) + . . . + g5(2)) .

	

(5.62)

Von by kommt

N(a + 1 -R*(- 1)) ; (5 .63)
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von - l 2N kommt,

1
+ 1 - R* (- 1 ))2 + QT 15 1 5 210 ,

	

(5 .64)

was zur Konstanten A fiihrt . Eine genauere Berechnung von A di rfte
hoffnungslos sein .
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