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Abstract. We address a problem initiated by Davenport in 1937 ([5] et [6]). Let z € C. We
study the conditions on real ¥, and its continued fraction expansion, for the validity of the formal
identity

)y 410 G @rme) + 3 (M) By =0
m=1 mm n=1 mn

where B denotes the first Bernoulli function and 7, the Piltz function of order z. We use methods
developed by Fouvry, La Bretéche and Tenenbaum ([8] et [2]), based on summation over friable
integers.
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1. Introduction
Considérons la fonction B définie par :
3(19)_{@9}—% siv ¢ Z,
0 si g e Z.

Son développement en série de Fourier s’écrit :

> sin( 27Tk19
(1-1) =-y —

k=1

Soit & présent une fonction arithmétique g. En effectuant une interversion formelle
de sommations, on obtient I'identité

g(n) _ 9(n) .
Z TB(mﬁl) = Z p—y sin(2mwknd)

(12) n>1 n,k21(1 )( )
*
=- Z A 29 sin(2rmdd),
m21 T

ol * désigne l'opérateur de convolution de Dirichlet et 1 dénote la fonction
arithmétique constante : 1(n) = 1 (n € N*). Le probleme de décider si ce calcul
formel est ou non licite a été posé par Davenport dans [5] et [6]. En notant f = 1xg,
lidentité (1-2) s’écrit,

(Dy) U(f;9)+V(g;9) =0,

avec

i fﬂ(_z sin(2rmad), V(g;9) := i 9(n)

m=1

Etant donné un couple de fonctions arithmétiques (f, g) vérifiant

(1-3) f=1xg,

nous écrirons (f, g) € Dy pour signifier que les séries U(f; 1) et V(g; 1)) convergent
et que la relation (Dy) est satisfaite, soit

(14) Ay Z f sm (2rmd) + Z gln B(nd) =o0(1) (y — o0).
m<y nxy

Conformément a 1'usage, nous désignons la fonction de Mobius par la lettre p.
Dans [6], Davenport établit que (d, u) € Dy pour tout ¥ € R. Le point de départ
de sa méthode consiste a écrire

(V2 —V1)Ap(V1,y) =1+ J
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avec

’192 192
I = Af(ﬁ,y)dﬁ et J = {Aj(’ﬂl,y)—Af(ﬁ,y)}d’ﬂ
191 '191

L’intégrale I releve d’une version du probleme initial ou la série double figurant
dans (1-2) est sommable, et pour lequel I'interversion des sommations est donc
licite. Estimer J consiste essentiellement a controler les discontinuités de

ﬁHZ@B( )

nxy

ce que Davenport parvient a réaliser lorsque g = p grace a une forme forte du
théoreme des nombres premiers. Cependant cette méthode échoue dans le cas de
fonctions arithmétiques de référence tels que (log,A), (A, plog) et (7,1), ou A
désigne la fonction de von Mangoldt et 7 la fonction qui dénombre les diviseurs
d’un entier. L’une des causes de difficulté réside dans le fait qu'un bon controle des
discontinuités de A¢(¥;y) n’est plus disponible, voire méme envisageable, pour ces
fonctions. Pour plus de détails sur les mécanismes et les limites de la méthode
de Davenport, nous renvoyons & [10]. Dans ce méme travail, nous fournissons
également les détails permettant de confirmer lassertion de Davenport dans [5]
selon laquelle la relation (6, ) € Dy pour ¥ € Q peut-étre aisément établie grace
a des propriétés classiques des fonctions L de Dirichlet.

Dans [2], La Breteche et Tenenbaum ont employé une nouvelle méthode, reposant
sur l'utilisation des entiers friables, pour aborder la question. Ils ont pu ainsi établir
de nombreux résultats de validité pour la relation (Dy), parmi lesquels plusieurs
criteres généraux. En particulier le cas des trois couples de fonctions suscités,
pour lesquels I'approche de Davenport est inefficace, a pu ainsi étre complétement
élucidé.

Décrivons succinctement, a présent, les fondements de cette approche nouvelle.
Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 2 et convenons
que P(1) = 1. La méthode de [2] repose sur la sommation friable, qui consiste &
sommer non plus sur les entiers n < y mais sur les entiers n tels que P(n) < y.
Ce procédé, initialement introduit par Fouvry et Tenenbaum dans [8] sous le nom
de P-sommation, est plus régulier que la sommation usuelle, dans la mesure ou il
permet d’éviter le phénomene de Gibbs — cf. le théoreme 5.1 de [2].

La méthode de La Breteche et Tenenbaum consiste a établir en premier lieu
lanalogue friable de (1-4), soit

(1-5) Vs(0;y) Z f sm (2mrmd) + Z 9(n) =o(1) (y— o0).
P(m)<y P(n)<y

Ils désignent ensuite comme J-adapté un couple (f,g) de fonctions arithmétiques
liées par (1-3) et vérifiant (1-5).
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Introduisant, comme dans [2], les «défauts de régularité friable» des sommes
friables correspondant aux séries U(f;¥) et V(g;4), soit

Z f sm (2rmd), Ve y) = Z @B( 9)

P(m)<y P(n)<y
m>y n>y

nous obtenons alors 'identité

(1-6) Ap(05y) = Vi(0y) —Us(O5y) = V(W) (y = 2).

La Breteche et Tenenbaum déduisent de cette formule plusieurs conditions suff-
isantes usuelles de validité de (Dy) pour un couple ¥-adapté, dont celle qui suit.

Proposition 1.1. Soit (f,g) un couple ¥-adapté. Si les deux séries U(f; V) et
V(g;¥) sont convergentes et si I'on a

(1-7) lim inf [V (9 )| + Uy (9:)] = 0,
alors (f,g) € Dy.

Décrivons plus avant la technique employée dans [2] pour établir la J-adaptation
d’un couple (f, g) de fonctions liées par (1-3). Elle trouve son origine dans la formule
des convolutions completes : étant données quatre fonctions arithmétiques A, f, g
et h telles que f = g+ h, nous avons, sous réserve de convergence absolue des séries
impliquées, 'identité

(1-8) Yo fmAm) = Y gn) Y h(m)A(mn)  (y=1).

P(n)<y P(n)<y P(m)<y

Posons maintenant

(1:9) B(sy) =— 3 Snmmd)

™
P(n)<y

En appliquant la formule (1-8) avec h = 1 et A : n — sin(27nd)/mn, nous obtenons
pour tout couple (f, g) lié par (1-3) (toujours sous réserve de convergence absolue),

(1-10) Z f sm (27rmd) + Z 9(n) B(nv;y) =0 (y=2).

P(m)<y P(n)<y

Nous déduisons donc des relations

B(%;y) = B(Y) — V1(9;y),
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sm (271) ,u

P(n)<y

les identités

(1-11) Vi = Y iy = 3 M gsmi).

P(n)<y P(m)<y

Etablir la d-adaptation d’un couple (f,9), lié par (1-3), consiste donc & montrer
une forme en moyenne d'une des relations Vi (¥;y) = o(1), Vs(9;y) = o(1) que,
d’apres respectivement le théoréme 11 de [8] et le théoreme 2.2 de [2], on sait étre
valable pour tout ¥ € R lorsque y — oo.

Dans cette étude, nous employons la méthode de La Breteche et Tenenbaum afin
d’étudier les identités de Davenport vérifiées par les couples (7,41, 72 ), ot 7, désigne
la puissance de convolution d’ordre z de la fonction 1. Notre objectif consiste donc
a trouver des conditions de validité relatives a 9 et z pour I'identité

(1-12) 3 ”%ﬂ(l)sm 2mmd) + = 0.
m=1 n=1

Le cas z = 0 correspond au développement en série de Fourier de la fonction B.
Le cas z = 1 correspond au couple (6, 1), traité par Davenport : la relation Dy est
alors vérifiée pour tout ¥ € R. Enfin, La Breteche et Tenenbaum caractérisent les
nombres réels ¥ pour lesquels le couple (7,1) appartient & Dy, élucidant ainsi le
cas z = 1 (théoreme 4.4 de [2]). Ils démontrent également que le couple (7,41, 7:)
appartient & (Dy) pour tout nombre réel ¢ dés que |2+ 1| < 1 (théoreme 4.8 de [2]).

Ce travail est dédié au professeur Jean-Marc Deshouillers qui a beaucoup oeuvré
pour le développement de la théorie analytique et probabiliste des nombres en
France.

2. Rappels, notations, et
préliminaires techniques

2-1. Les fonctions de Piltz

Nous commencgons par rappeler quelques propriétés des fonctions de Piltz,
n — 7,(n), lorsque z € C.

Par définition, 7, (n) est le coeflicient générique de la série de Dirichlet de ((s)*,
initialement définie pour s €]1, col, soit :

oy =Y

ns
n>=1
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En effectuant le développement en produit eulérien de ((s)*, on voit que 7, est
multiplicative et ’on obtient

(2-1) 7.(p") = <Z tr= 1> (p premier, v € N*).

v

Pour plus de détails, nous renvoyons au chapitre IL.5 de [14].
Dans [11], Selberg a évalué le comportement en moyenne de 7, : pour tout A > 0,
on a, uniformément lorsque |z| < A, z > 2,

(2:2) Sonn) = %)(log 21 4+ O(x(log z)*72).

n<x
Notons
S(e.y) == {n <z : P(n) <y}

I’ensemble des entiers y-friables n’excédant pas x. Nos calculs nécessitent une
estimation, fournie par le théoréme 1 de [13], du comportement en moyenne de
T, sur les entiers friables lorsque x est un nombre réel positif. Nous posons

1
H, = {(x,y) cx>22,1< 08T < exp ((1ogy)3/55)} .
logy

Nous avons alors, uniformément pour (x,y) € He,

(2:3) > Tuln) < wox GZ%) (logy)~~,

nesS(z,y)

ou g, désigne la puissance de convolution d’ordre x de la fonction ¢ de Dickman.
Signalons que cette estimation résulte également du corollaire 2.3 de [17].

Nous aurons aussi recours a l'inégalité
(2+4) [Tz(m)] < 7a(m) (2] <Am2>1).
Enfin lorsque x est un nombre réel positif, nous disposons de la majoration
(2-5) To(n) < (k + )8/ 12 pour tout € > 0.
En particulier,

(2-6) Tx(n) € n®, pour tout € > 0.
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2-2. La fonction f,

Nos résultats font intervenir une fonction arithmétique qui apparaitra naturelle-
ment a plusieurs reprises lors de calculs ultérieurs. Lorsque z est un nombre com-
plexe, nous posons pour ¢ € N*,

o) R = (B2) 1 (e

T/ piig \5>0
La fonction f, est multiplicative. Mentionnons que l'identité
v 1y=-1 1— ! v —2
28) L) =m0 (1= 0) T -0 [ o w T duy,
0
établie dans [10], permet de constater immédiatement que f; = 1.

Il sera utile de disposer d’une estimation basique pour f.(g), valable pour chaque
z € C fixé et uniformément pour ¢ > 1. Soit k > 1 tel que |z| < k. Nous avons

f(q) = 7.(q) <@>Z H 1+7'z(p +ZTZ(p

77 i ) g ()P

u+1) u+€)

4

En utilisant (2-1), nous remarquons que, pour tout nombre premier p,

Tz (pV—M) Tk (pV—M)

7 (p") Te(p¥)
Comme de plus, la fonction n — 7,,(n) est sous-multiplicative lorsque £ > 1, nous
pouvons écrire

z . y - ’
ro = (58) I [+ pep o (B 57

(2:9) (a) o + ij
-0 (52) I (oo (3)

Nous en déduisons la majoration suivante,
20—k—1)/2

f2(q) < 7ilq) (#y ,

ol nous avons employé la notation o := Re (z). En particulier, pour tous € > 0 et
z € C fixés,

(2-10) flg) < ¢°.

Par ailleurs, nous pouvons déduire de (2-9) la minoration suivante, valable pour
chaque z fixé et uniformément pour q > 1.

(20+r+1)/2
(211) 1) > (@) (#) |
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2-3. Approximations rationnelles des nombres réels

Nos résultats sont exprimés en fonction des bonnes approximations rationnelles
d’un nombre réel . Pour chaque nombre entier Q) > 2, il existe, selon le théoreme
de Dirichlet, au moins un couple d’entiers (a, q) tel que

= <g< _ E‘ <
(a,q) =1, 1<q¢<Q et ‘19 . <10
Nous notons ¢(; Q) le plus petit dénominateur de ces approximations rationnelles
et nous prolongeons cette définition en posant ¢(9;t) := ¢(¢;[t]) lorsque
t € [2;400[. Les nombres entiers ¢(; Q) décrivent les éléments de ’ensemble
D) = {g > 1,||9q| < minig,<q]||Yg||} ol, conformément & l'usage, on a posé
[[9 := min,ez |¢ — n|. Nous avons alors D(¢#) = {gm}5_1 = {gm ()}, ol gm
désigne le dénominateur de la réduite d’ordre m dans le développement en fraction
continue de ¥.

La croissance de la suite {gm,}5°_, est au moins exponentielle. Nous disposons
par exemple de I'inégalité

(2:12) Gm =

oil nous avons posé ¢ = (1 ++/5)/2.
Désignant par a,,/q¢m la m-iéme réduite de ¥ € R \ Q, nous rappelons les
inégalités classiques

1
dm (Qerl + qm)

1
<1 =
dmAdm+1

(2:13) < }19— dm

am

Pour plus de détails concernant ces notions, nous renvoyons & [9].

3. Enoncé des résultats

Lorsque ¥ est un nombre rationnel, 'argument employé par La Breteche et
Tenenbaum pour traiter le cas |z — 1| < 1 est en fait valable pour tout z € C.
Ainsi (7,41,7.) € Dy pour tous ¥ € Q et z € C. Nous nous proposons d’établir ce
résultat par une méthode différente, reposant également sur la ¥-adaptation et qui
fournit un renseignement qualitatif supplémentaire.

Théoréme 3.1. Soient z € C et ¥ € Q. Le couple (1,41, 7.) appartient & Dy et
de plus pour tout A > 0, on a uniformément pour y > 2,

Togr1(m) . 72(n) 1
(31) > ;77% sin(2rmd) + == B(nv) < Tzt

msy nxy
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Le cas ¥ € Q est relativement aisé dans la mesure ol un résultat spécifique de
¥-adaptation pour les rationnels s’applique ici, & savoir le théoréme 3.4 de [2]. En
revanche, lorsque 9 est irrationnel, les résultats généraux énoncés dans la troisieme
partie de [2] ne s’appliquent que lorsque |z — 1| < 1 (théoréme 3.2 de [2]). Nous
prouvons cependant que I'identité (1-12) est valide pour une large classe de nombres
réels 9.

Rappelant la définition de f,(q) en (2:7), nous introduisons ’ensemble =(z) des
nombres irrationnels ¥ tels que

(log (Jm+1)‘z

\
(32) lim f|z|(Q7n) =0.

m— 00 qm

Nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Soient z € C\R* et ¢ un nombre irrationnel. Si ¥ € Z(z) alors
le couple (441, T,) appartient a (Dy).

Lorsque z est fixé, ensemble R \ Z(z) est de mesure de Lebesgue nulle, d’apres
'estimation (2-10) de f|.| et le théoreme 31 de [9]. En fait la démonstration de [9]
fournit un résultat plus fort : la dimension de Hausdorff de R \ =(z) est nulle.

Nous pouvons également envisager la nature de Z(z) en termes de mesure
d’irrationalité. On dit qu’un nombre réel ¥ admet le nombre positif ;1 pour mesure
d’irrationalité si, pour tous € > 0, (p,q) € N* X Z, on a |z — p/q| = ¢ *¢ pour ¢
assez grand. D’apres le théoreme de Dirichlet, toute mesure d’irrationalité p vérifie
1 = 2. Nous pouvons alors affirmer que tout nombre réel ¢ possédant une mesure
d’irrationalité finie appartient a Z(z). En effet, si p est une mesure d’irrationalité
pour ¥, alors, d’apres (2-13), nous avons pour m assez grand,

1 A 1
m X ‘ - g —
gm dm mdm+1
ce qui entraine
—1
dm+1 g qi‘tz +€a

et donc ¥ € E(z).

Cependant ’ensemble Z(z) est inclus strictement dans R ~\ Q. Nous pouvons en
effet construire une infinité de nombres réels ¢ pour lesquels la condition (3-2) n’est
pas satisfaite, en déterminant leurs réduites par récurrence.

Lorsque |z — 1| < 1, le théoreme 4.8 de [2] affirme que (7,4+1,7.) € (Dy) pour
tout ¥ € R. La condition (3-2) n’est donc pas nécessaire dans ce cas.

Etant donné z € R*, nous construisons au paragraphe 7 un nombre réel 49, qui
vérifie (3-2), mais pas (Dy). Le Théoréme 3.2 est donc optimal dans la mesure ou
I'on ne peut pas y affaiblir la condition sur z.

Le théoreme suivant permet d’élucider completement le cas z € R}, ex-
clu du Théoreme 3.2 : nous caractérisons les nombres réels ¥ pour lesquels
(Ta41,72) € (Dy) et généralisons ainsi le théoreme 4.4 de [2].
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Théoréme 3.3. Soient k > 0 et ¥ un nombre irrationnel. Le couple (Txy1,7x)
appartient a (Dy) si, et seulement si, la série

(3:3) S -y LB

m>1 am

converge.

Lorsque z € C, nous montrons (cf Proposition 6.1 infra) que la série

(3.4 3 (o8 dma)

m>1 am

converge si, et seulement si, les séries U(7,4+1;9) et V(7.;9) convergent. De fait,
nous démontrons dans la preuve du Théoréme 3.2 que la condition (3-2) entraine
la convergence de la série (3-4), des que z € C \ R* . En revanche, lorsque z € R,
la condition (3-2) n’est plus suffisante mais nécessaire a la convergence de la série
(3-4). Cela explique pourquoi I’énoncé du Théoreme 3.2 n’inclut pas le cas z € R.
Nous remarquons enfin que ensemble des réels ¥ satisfaisant & I'identité (3-3) pour
z € R constitue un ensemble possédant les mémes caractéristiques que Z(z) en
terme de mesure de Lebesgue et de mesure d’irrationalité.

D’apres le Théoreme 3.3, lorsque « > 0, il suffit que la série

> an(qm)

m>1 am

converge pour que (T.41,7x) € (Dy). Cette condition n’est cependant pas
nécessaire. En effet, nous pouvons construire un nombre réel ¢ tel que la série

(3:5) S -y o8 ama)”

m>1 am

converge, tandis que la série

(36) o losame)® p ()

m>1 am

diverge. Le détail de cette construction, qui fournit également le contre-exemple
annoncé apres le Théoreme 3.2, fait 'objet du paragraphe 7.
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4. Le cas ¢ rationnel : preuve du Théoreme 3.1

La preuve du Théoreme 3.1 nécessite quelques estimations préliminaires. Le
premier de ces résultats auxiliaires concerne le comportement en moyenne de la
fonction 7, sur les entiers friables. Nous obtenons une estimation moins précise que
(2-3), mais valable sur un domaine plus vaste.

Proposition 4.1. Soit x > 0. Il existe une constante b = b(k) telle que I'on ait
uniformément, pour z,y > 2, z € C, |z| < k,

(4-1) > 7(n) < a(loga)s e tlosr/ By,
neS(z,y)

Démonstration. Lorsque 2 < x < y, la majoration annoncée découle de 'estima-
tion (2-2) de Selberg. Nous pouvons donc supposer désormais que 2 < y < .
D’apres I'inégalité (2-4), nous avons

Z T.(n) € Z (1)

nesS(z,y) neS(z,y)

D’apres (2-2), nous pouvons écrire

Z Te(n) = Z Te(n) + Z T (n)

nes(z,y) nes(vz,y) Vz<n<e
P(n)<y
< Va(ogz)* '+ > 7(n).
Va<n<s
P(n)<y

Notons n, le plus grand diviseur d d’un nombre entier n tel que P(d) < y. Lorsque
P(n) < y, nous avons n, = n. Ainsi,

Z Te(n) <€ Z ().

Vrz<n<zx n<e
P(n)<y ny2Vz

Nous pouvons alors appliquer le lemme 2 de [15] avec f = 7., ( = Vz, E =y : il
existe une constante b = b(x) telle que

Z To(n) < z(log :v)”_le_blog””/logy.
n<x

ny=Vz

Nous obtenons ainsi la conclusion souhaitée. O
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Donnons a présent, lorsque x est un caractere non principal de Dirichlet, une
estimation du comportement en moyenne sur les entiers friables de la fonction
n— 7,(n)x(n).

Proposition 4.2. Soit A > 0 et k > 1. Il existe une constante d = d(x, A) telle
que 'on ait uniformément pour z € C, |z| < k, 2 <y < z, 1 < q < (logz)?
X caractére non principal de module q,

(4-2) Z x(n)7(n) < ;vexp{ — d(iziy (lo gx)l/s)}

neS(z,y)

L’uniformité en ¢ n’est pas indispensable pour établir le Théoréme 3.1 mais nous
la mentionnons & fins de référence ultérieure.

Démonstration. Nous pouvons supposer que y > exp {(log 1)2/ 3} car ’estimation
annoncée résulte de (4-1) dans le cas contraire.

Posons X :=eV!°8? dans un souci de lisibilité.
Nous utilisons une technique développée par Tenenbaum dans [15]. Remarquons
tout d’abord, en vertu de la Proposition 4.1, que

(4:3) Yo oxtmr) = > x(n)7(n) + Oz W/DVIorT),
neS(z,y) n<e
X<P(n)y

Maintenant, nous effectuons la décomposition

Yo xtmmm)= Y x() > x(m)r(mp)

(44) n<z X<p<y m<z/p
X<P(n)<y P(m)<p

=51+ 5o,

Sii=z Y x) Y x(m)r(m),

X<py m<z/p
P(m)<p

ou,

et

Spi= »  x(p) Y xm)m(mp)—z > x(p) D x(m)r(m).

X <p<y m<z/p X<py m<z/p
P(m)<p P(m)<p
plm plm

Comme k > 1, la fonction 7, est sous-multiplicative. Il suit

< 3 o) Y

X<p<yv>1 h<m/pl’+1

K 1
< z(log x)® Z ZT <<3:10g3:) -1 5

X<p<y v>1 X<py
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et donc

(4-5) Sy < z(logz)ilemVicer,

Pour estimer S7, nous remarquons tout d’abord que

Si=z > xmrmm) Y xp)

mP(m)<z P(m)<p<e/m
P(m)<y X<py
=z Y xmr(m) > x(p)
P(m)<y P(m)<p<y
m<z/y p>X
+z Y xm)m(m) > x(p)
mP(m)<y P(m)<p<z/m
P(m)<z p>X
m>z/y

D’apres le théoréeme des nombres premiers en progressions arithmétiques, pour tout
B > 0, il existe une constante c¢(B), telle que 'estimation

Z X(p) < te—c(B)\/logt
p<t

ait lieu uniformément pour ¢ > 2, 1 < ¢ < (logt)® et tout caractére y non principal

de module ¢. Nous en déduisons, en posant ¢; := ¢(2A4), que l'on a
ST+ Ty
avec
T, :— —c1y/logy 3 Ty :— Tﬁ(m) 7cla/log(m/m).
1= ye Z T.(m), Ta:==x Z — ¢

P(m)<y mP(m)<x
m<zx/y P(m)<y

La somme T reléve de la majoration (4-1) : nous avons
T, < I(log‘r)nflefc“/logyfblogm/logy < Iefdl(logm)l/?’

avec d; := min(b,c1), en vertu de l'estimation a/b + Vb > %al/g, valable pour

a >0, b> 0. Pour estimer 7%, nous posons M, :=z/e¢/ (0 < j <logz). D’ou

<z Y eV > T(m)

‘ M;
0<j<log = M1 <m<M;

P(m)<e? ™!
< z(logz)"! Z e~ c1VITI=b(log2)/(j+1) o g—dr(loga)'/®
0<s<log =
Ainsi,
(4-6) S < pe~ i (leg®)"/?

La majoration annoncée résulte de (4-3), (4-4), (4-5) et (4-6). O
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoreme 3.1. Soit ¥ := a/q
un nombre rationnel o (a,q) =1 et z € C. Etant donné A > 0, nous établissons
Pestimation (3-1) en appliquant (1-6) & f = 7,41.

Le théoreme 3.4 de [2] permet d’établir directement que le couple (7,41, 7;) est
¥-adapté. En fait la démonstration de ce théoréme fournit une estimation effective
de V;_,,(¢¥;y). Nous reproduisons les détails pour la commodité du lecteur.

D’apres la définition de la fonction 7., nous disposons, pour tout z € C, de la
majoration

n T, (1 —l=l
(4-7) > |TZ£L ) < > —'Z'n( )H (1—%) < (logy)!*.

P(n)<y P(n)<y Py

Cette estimation garantissant la convergence absolue des séries impliquées, nous
pouvons donc appliquer (1-11). Nous obtenons ainsi

(48) Vo) = Y ZEG ey,

P(m)<y

Or, d’apres le théoréme 2.2 de [2], nous avons, uniformément pour y > 2, a € Z,
g €N, 1< q<y/(logy)>AFlTDT0,

1

V5(19;y) < W

Nous en déduisons 1’estimation
1
(logy)4

Estimons a présent le défaut de régularité friable U, (¥;y). La famille des
caracteres de Dirichlet impairs de module divisant ¢ constitue une base de ’espace
vectoriel des fonctions impaires, g-périodiques, définies sur N et a valeurs complexes.
Or la fonction m — sin(2ram/q) est une fonction impaire et g-périodique. Nous
avons donc, d’apres la Proposition 4.2, uniformément pour 2 < y < =,

(49) sz+1 (197 y) < (y = 2)

2 :
Z‘Fz+1 (LL', Y; a/q) = Z Tz+1(m) sin (M) < xe_c(bgﬂﬂ)l/g'
q

m<x
P(m)<y

Procédons alors a une sommation d’Abel. Pour y > 2, nous avons

Urn(a/giy) = Y Tz+;fm)81n(27r§m)

m>y
P(m)<y

_ 2y y30/9) +/°° Zr. ., (tysa/q)
Y

” > dt.
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Nous obtenons donc 'estimation

1
(410) U‘rz+1 (Q/Qa y) <

oz y)A (y=2).

Comme la fonction n — B(an/q) est également g¢-périodique et impaire, un
argument identique fournit la majoration

(4-11) Vi(a/qy) < Togy)® (y > 2).

En reportant les estimations (4-9), (4-10) et (4-11) dans la formule (1-6), nous
obtenons bien (3-1).

Pour montrer que (7,41,7.) € Dy, il nous suffit de prouver que la série
U(7.41;a/q) est convergente. En effectuant une sommation d’Abel, il vient

Totr1(n) . [ 2man Zr o (x,350/q) /x a\ dt
4-12 = Z; t,t;— | —=.
®12) 3 = Sm( q ) P T e W)

n<x

En appliquant (4-2), nous constatons que le premier terme du membre de droite
tend vers 0 et que l'intégrale est convergente. La série U(7,41,9) est donc conver-
gente.

5. La v-adaptation du couple
(T241,7z) lorsque ¥ € R\ Q

Nous énoncons avant tout deux lemmes permettant d’alléger la preuve des
résultats clefs de cette section.

Lemme 5.1. Soit k > 0. On a uniformément pour y > 2, ¢ € N* ¢ < vy,

> "D o (rogy) o)

P(n)<y

Démonstration. Soit g un entier fixé. La fonction arithmétique n — 7. (nq)/7.(q)
est multiplicative. On obtient donc pour ¢ < y, en effectuant un développement
eulérien :

> gy 2

P(n)<y p<y _]>O
Ti p7 p7+

= H Z H Z pJT

p<y j=0 p<u 7=0

ptq p”llq

+
3 | CEVORS | RV | P oRcas)
p<y plg p¥|lg 720

ce qui fournit le résultat annoncé. a
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Lemme 5.2. Soient Kk >0 etc>0. On a

. Tk (n)
1 =0

n>Y
P(n)<y

oli I'on a posé Y := y°lo82¥,
Démonstration. Définissons Z := Z(y) € R par

log Z

= logy)*/?}.
gy ~ CPlllogy) 7}

Nous pouvons alors écrire

Z Tﬁén): Z TKT(LH)‘F Z 7',{7271).
Y<n<Z

n>Y n>27
P(n)<y P(n)<y P(n)<y

D’apres (2-3), lestimation
(5:1) D Tuln) < wou(u)(logy)™ !
neS(z,y)

est valable pour tous z,y tels que 2 < y < = < Z (nous rappelons la notation
u:=logz/logy). De plus, il résulte du théoreme 1 de [12] que, pour tout B > 0,

(5-2) 0.(v) €pe BV (v>1).

En effectuant une sommation d’Abel, puis en utilisant les estimations (5-1) et (5-2),
nous obtenons, pour tout nombre réel B > 0 fixé,

n

Y<n<Z
P(n)<y

< e—Blog Y/ logy(log y)n _ (10g y)n—Bc'
D’apres I'estimation (4-1), il existe une constante b = b(x) telle que
Z 7e(n) < ze " (logz)" ! < ze 2 (x> Z).
neS(z,y)
En effectuant une sommation d’Abel, nous obtenons

Z Tn’,(ln) < e—blog Z/(2logy) logy = (log y)—b/2'

n>27Z
P(n)<y

La conclusion annoncée découle de ces estimations en choisissant B > x/c. ad
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Lorsque 0 < |z| < 1, la fonction 7, est bornée et appartient donc & I’ensemble £2
des fonctions arithmétiques h telles que

1
li - h(n)]?* < oo.
im sup — Z: [h(n)|” < oo

D’apres le lemme 9.5 de [2], il s’ensuit que le couple (7,41, 7.) est Y-adapté si, et
seulement si,

. B(n?)
1 ~olur, )y 2
Jim Y0 () {1 - olun, )} — — =0,
P(n)<y
ol nous avons employé la notation uj, = log(1/[|J|)/logy. La proposition

suivante permet, lorsque |z| > 1, d’étendre ce résultat & une large classe de nombres
réels ¥, comprenant notamment ’ensemble Z(z).

Proposition 5.3. Soient z un nombre complexe, ¥ un nombre réel et {qmn }5o_; la
suite des réduites de 9. Si I'on a
lo 2|1+
lim (log gm-+1)

m— 00 qm

=0

pour un nombre € > 0 convenable, alors une condition nécessaire et suffisante pour
que le couple (1,41, 7.) soit 9-adapté est

) B(nd)
Tim 3 {1 - el )} =0,
P(n)<y
Démonstration. Pour alléger les notations, nous posons systématiquement x := |z]|

dans toute la suite de cette démonstration. D’apres la remarque précédant 1’énoncé,
nous pouvons supposer k£ > 1. Soit A un nombre réel tel que A > k. Posons
Qy = y/(logy)* 20 et ¢ := ¢(9¥,Q,). En appliquant la formule (1-10) avec
f = T.41 et g = 7., nous pouvons écrire

> Tet10m) G omm) + > =0 gy =0 (y>2).
Pim<y P(n)<y

Cette identité est licite car, d’apres 'estimation (4-7), les séries impliquées sont
absolument convergentes. Nous obtenons donc, en vertu de (1-11),

Ve (y)= > Tzin)V1(m9;y).

P(n)<y



18 BRUNO MARTIN

En appliquant le théoréme 2.2 de [2] et en posant g, := q(n¥; Qy), il vient

N B(n?)
(5-3) Ve Wiy = Y m){l—o(uly,)}—— + Ri(y) + Ra(y).
P(n)<y
ou
1 2w(an) (1o qn 29 ’UJ:; log(u*  +2 ,
Ri(y) <« —— (log gn)”0(uyy ) log(wy , +2) 7,.(n)
logy P(n)<y <P(Qn) n
et

Ry(y) <<ﬁ 3 T’“?i").

P(n)<y

On a Ra(y) < (logy)"~ 4 donc Ra(y) = o(1) lorsque y — oo puisque nous avons
supposé A > k. Il suffit donc de prouver que

(5-4) Ri(y) =o(1) (y — o)

pour établir la conclusion annoncée.
La fonction ¢ de Dickman satisfait 'inégalité (cf Théoreme 5 chapitre ITIL.5 de

[14]),
1

“0 S T

(v =0),

ou I' désigne la fonction Gamma d’Euler. La fonction v — o(v) log(v + 2) est donc
bornée sur R.. De plus, d’apres des estimations classiques (cf chapitre 1.5 de [14]),
nous avons, pour tout € > 0 fixé,

9w(a)(] 2 1
(log q) <

— =1
¢(q) gt (@>1)
Nous obtenons ainsi que
1 T (N
Ri(y) < Togy > - 5—)5
P(n)<y I

Conservons la notation Y := y¢!°82¥ introduite au Lemme 5.2. Nous fixerons plus
loin la valeur de constante c. D’apres le Lemme 5.2, nous avons

1 Tr(n)
R < + o(1 .
)< oy 3 o) =20

P(n)<y
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Comme on a

1 Z Tw (n)6 < (logY)*

logy (log y)l+2n(l—€)

nlY
qn>(log y)>"

(logy )"
Ty =) = o0)

il nous reste seulement a montrer que

Sw=— Y 2oy (o).

Clogy 4 ngh
qn<(log y)*"

Nous utilisons la majoration

IR S— O}

(1Og y)1—4na = ngm

gn<(log y)2N

Soit n <Y tel que ¢, < (logy)?*. Nous pouvons alors écrire n = m/d avec d := ¢,
et m = ng, < Y(logy)?". De plus, par définition de ¢, = ¢(n?,y), nous avons

1
mi|| = ||g,(nd)|| < —-
[md|| = [lgn(n9)]| a,

Comme de plus Y (log)?* < Y2 pour y assez grand, cela implique la majoration

S(y) < 1 Z 1 Z Te(m/d)

1—-4k
(logy)t—are oy
ImdlI<1/Q,
1 Te(m)
= logg) = > E(m),
m<Y?
ImolI<1/Q,

ou F}; est la fonction multiplicative définie, pour tout nombre premier p et tout
entier v > 1, par

R - Y =)

o552, TP )P

Comme x > 1, la fonction v — 7,(p”) est croissante, ce qui implique que l’on ait,
uniformément pour tout nombre premier p et tout entier v > 1,

(5-5) F.(p") =1+ 0:(1/p%).
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Soient a et 0 deux exposants conjugués ; d’apres l'inégalité de Holder, nous avons

(5-6) S(y) < S1(y)/ Sy (y)/?,

(logy)'—*x=

avec

T(n)® n)’
Siy)= Y “(), SQ(y);:ZF“().

n
n<Y? n<Y?2

Indll<1/Qy

D’apres (5-5), nous obtenons immédiatement que
1 1
(5:7) Soy) < [[ (1+=+0 (2] ) <logY:
p<Y? p p

Pour majorer S, nous considérons 'unique entier m = m(y) tel que

Im < Qy/2 < gm+1-
Le nombre réel ¥ peut alors s’écrire sous la forme

a
I=—+—1— | pI<L

qm gmdm+1

Sin < %qmﬂ et n # 0 (mod ¢y,,), alors

na ny 1 1
Ind] = || ==+ ———— || > 5 > -
dm dmgm-+-1 dm Qy
Ainsi,
(5-8) Si(y) < G(y) + H(y)
avec (n) (n)
Te(n)® Te(n)®
G(y) == Z pa— H(y) = Z n
n§Y2 Q7n+1/2<ngy2
n=0 (mod ¢, ) [[n9|<1/Qy

Pour étudier la quantité G(y), nous observons que l'on peut écrire, pour tout
nombre entier m,
T (M)® = Tya *x g(m)

ou g est une fonction multiplicative telle, que pour tout nombre premier p

glp)=0, gp")<p” (v=2),
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ol § est un nombre réel appartenant a I'intervalle |0; 1/2[. En utilisant le Lemme 5.1
et 'estimation (2-10), nous obtenons alors

~

Gy < Y #«i 3 Twe (1Gm) 3 %

2 qm n
P(n)<Y P(n)<Y? P(k)<Y?
n=0 (mOd q7n)
1 Y o r*¥\Ym
< U0g¥)" fre(gm)
qm
Ainsi, pour tout € > 0,
1 kY +e

(5:9) aly) <. o8V

Etudions enfin la quantité H(y). En utilisant la majoration (2-5), nous obtenons
tout d’abord que

1
H(y) < (FL—F 1)2alogY/log2Y Z —.

Gm+1/2<n<Y?
[nI]I<1/Qy

A présent, nous observons que la condition [[nd]| < 1/Q, implique que |[nd)||
appartient & au plus gm+1/Qy intervalles de longueur 1/g,,+1. Soit I 'un de ces
intervalles et n un entier tel que ||[nd|| € I. D’apres le lemme 6.3 de [2], n peut
prendre au plus 6 valeurs dans un sous-ensemble de N du type [kg¢m+1; (4 1)gm+1]
(k € N). Nous désignons par ay, la plus petite des valeurs modulo ¢,,+1 que peut
prendre lentier n dans un tel sous-ensemble. Nous remarquons que ag > @m41/2
d’apres les conditions posées sur n dans la somme étudiée. Ainsi

dm+1 2aclo 1
H(y) < (k+1) 8Y _
Qy osgw @+ Kgm41
1 2aclogy
(et ) ey
Qy
(lOg y)4A+22

< y1—2ac log(k+1) °

En choisissant la constante ¢ = 1/4alog(x + 1), nous obtenons alors qu'il existe
une constante C' > 0 telle que

(5-10) H(y) < o
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Finalement, d’aprés (5-6), (5-7), (5-8), (5-9) et (5-10),

@ 1 1/
I Kot 1
S(y) < (( ng) + y_c> (1Ogy)—l+l/ﬁ+4n€

(5-11)

<

((log qm+1)ﬁo‘—l+a/+4an€ I -

(log y)4na—1/a Ve

dm Yy '

Ainsi, en choisissant «, € et ¢’ suffisamment petit, nous obtenons (5-4), d’apres la
condition posée sur 9. a

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer et de démontrer le résultat principal
de cette section.

Proposition 5.4. Soit un nombre complexe z quelconque. Si ¥ € Z(z), alors le
couple (1,41, T,) est Y-adapté.

Démonstration. Nous conservons la notations « := |z|. D’apres la définition de Z(z)
et la majoration (2-10), la condition de la Proposition 5.3 est vérifiée. Une condition
suffisante de ¥J-adaptation est donc :

> ooy o)

In9lI<1/y
P(n)<y

Posons Y = y¢l°829 avec ¢ = 1/2log(x + 1). D’apres le Lemme 5.2, nous avons

ORI SR Y )

n n
n>Y n>Y
In9]I<1/y P(n)<y
P(n)<y

Evaluons a présent la contribution

(1)
E o
nY
In9|I<1/y

P(n)<y

Etant donné y = 2, nous considérons 'unique entier m = m(y) tel que

Gm <Y/2 < Gmy1-
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Il suffit alors d’appliquer mutatis mutandis la méthode employée pour estimer
S1(y) dans la démonstration de la Proposition 5.3. Nous obtenons finalement la
majoration

Te(n log gm+1)"
(512) > p ) () + o) (o).
noI<1/y "
P(n)<y
D’apres (3-2), cette quantité tend bien vers 0 lorsque y tend vers 'infini. O

6. Preuve des Théorémes 3.2 et 3.3
6-1. Réduction du probléme

Nous démontrons tout d’abord que les preuves des Théoremes 3.2 et 3.3 peuvent
étre déduites de la proposition suivante, qui généralise la proposition 11.1 de [2].

Proposition 6.1. Soient z € C, ¥ € R\Q et {¢n }m>1 la suite des dénominateurs
des réduites de V. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La série U(1,41; %) converge;

(ii) la série V(7,;9) converge;

(iii) la série

(6:1) 3 (a8 ama )

m>1 am

converge.

Déduction du Théoréme 3.2 a partir de la Proposition 6.1.

Soit z € C\R7 et ¥ € Z(2). Nous utilisons la Proposition 1.1. D’apres la Proposi-
tion 5.4, le couple (7,41, 7. ) est Y-adapté. Montrons & présent que la condition (3-2)
implique la convergence absolue de la série (6-1) et, par conséquent, la convergence
des séries U(7,41;9) et V(72;19). Lorsque Re (z) < 0, cette série numérique est
toujours absolument convergente en vertu de (2-12). Supposons désormais que
z € C\RYL et Re (z) > 0 et posons

10g gm1)" )
Qm = %lfz(%n)l

Comme 9 € Z(z), il existe A > 0 tel que

(log qu)Iz

|
(62) Gm f\z\(qm) <A
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Nous déduisons de (6-2) et de Pestimation (2-10) que, pour tout € > 0, il existe un
entier mq(e) tel que

(6-3) am < A(log gy 1) B2l (m > me(e)).
Donc pour tous «, 8 > 0 tels que a + 5 =1, et m = mg(e),

Re (z)

10g gim “ s
o (BRI ) (g )™ O )

(log g 41) "¢ (*) =PIl
a—e :

dm

<A

Fixons (8 tel que 8 > Re (2)/|z| puis € tel que ¢ < «. Nous obtenons ainsi qu’il
existe n > 0, tel que, pour m assez grand,

am < A/q),.

D’apres (2-12), la série Em>1 am est donc convergente et il s’ensuit que la
série (6-1) est bien absolument convergente.

Maintenant, nous déduisons du lemme 6.9 de [2] que U,_,,(¥;y) = o(1) lorsque
y — oo sous la condition q(¥;y/(logy)*(= TD+21) > (log )4 =" +D+21 Par ailleurs,
d’apres le lemme 13.4 de [2], V,. (¢;y) tend vers 0 lorsque y — oo sous la condition
q(0;y/(logy)®"+26) > (logy)> +26. Comme q(9; gm) = ¢m, la condition (1.7) est
bien vérifiée. O

Déduction du Théoréme 3.3 a partir de la Proposition 6.1.

Soient k£ > 0 et ¥ € R vérifiant les hypotheses du Théoreme 3.3. Le critere du
Théoreme 3.3 coincide avec la condition (iii) de la Proposition 6.1. Cette condition
est donc bien nécessaire & la validité de (Dy) pour le couple (7,41, 7). Pour montrer
qu’elle est suffisante nous utilisons la Proposition 1.1. Comme le terme général de
la série (3-3) tend vers 0, ¥ € Z(k) et la Proposition 5.4 assure que le couple
(Twt1,Tx) est Y-adapté. L’argument utilisé ci-dessus pour traiter les défauts de
régularité friable reste valide et ainsi la condition (1-7) est vérifiée. O

Les deux paragraphes suivants ont pour objectif de démontrer la Proposition 6.1.
Lorsque Re (z) < 0, la série (6-1) est convergente en vertu de la croissance
exponentielle de la suite {g,}3°_; et de la majoration (2-10). Par ailleurs, La
Breteche et Tenenbaum ont établi aux paragraphes 13.3.2 et 13.3.3 de [2] la
convergence inconditionnelle de U(7,41;9) et V(72;9) lorsque Re (z) < 0. Nous
pouvons donc supposer que fe (z) > 0.
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6-2. Convergence de U(T,41;7)

Dans toute cette partie, z désigne un nombre complexe tel que o := Re (z) > 0.
Nous notons encore |z| := &.

Nous énongons tout d’abord un lemme technique permettant d’alléger la preuve
de la Proposition 6.1.

Lemme 6.2. Soit ¥ un nombre réel, {qm}m>1 la suite de ses réduites et g une
fonction arithmétique. S’il existe b €]0;1/(o + 1) tel que I'on ait

(6-4) 9(q) < ¢ (g €N,

alors les séries

(6:5) 3 oy LB )"

m>1 dm
et
(log gm+1)* ( 9(qm) >
6-6 )" —f. () |1+ ————
(66) m%:l( ) Im (m) log ¢m+1
sont simultanément convergentes ou divergentes.
Démonstration. Posons
m (108 gm41)*
Am = (_1) gfz(‘]m)
qm
et
log g1

Supposons que la série (6-6) converge et montrons que cela implique la convergence
de la série (6-5). Pour cela nous introduisons les ensembles

M :={m e N*|logqm+1 > q.,} et My:=N"~ M,

oll ¢ est un nombre réel tel que b < ¢ < (1 —b)/o (un tel choix est possible au vu
de la condition imposée sur b). Nous pouvons remarquer tout de suite qu’en vertu
de (6-4), (2:10) et de la croissance exponentielle des gy, les séries > 1/ an et
Y ome M, bm sont absolument convergentes. On peut donc supposer que I'ensemble
M est infini. Cela implique également que la série Zme , bm est convergente. En
particulier b,, = o(1) pour m € M;. Par ailleurs, lorsque m € M,

9(gm) 1
< c—b"

loggmy1 g
Nous en déduisons que a,, = o(l) pour m € M;. Par conséquent la série
> ment, @m 9(qm)/ 108 gm+1 est absolument convergente ce qui entraine la conver-
gence de la série |,/ @ Comme 12.1 série ), s, @m est absolument conver-

gente, nous pouvons conclure que la série > -, a,, est convergente.

La démonstration de la réciproque étant similaire, nous omettons les détails. O
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En vue d’intégrations par parties ultérieures, rappelons 1’évaluation de
Zr, (x,2;0) := Z 7. (n) sin(27nd)
n<x
établie au lemme 6.11 de [2].

Lemme 6.3. Soit A > 0,e > 0, et B = 4A+4(k+1)2+12. On a uniformément pour
x 22 Qp:=u/(logx)?, 9 €R, ¢=q(¥;Qu), a € Z, (a,q) = 1, [¢¥ — a| <1/Qu,
19‘1 =9- a/q7

q I(z) w4 [¥4]2log x

()

En fait, le lemme 6.11 de [2] est énoncé avec

(6-7)

(+v

z+1 v—1
9:(q) = (%D(Q)> H Z z+1(Z; )_ z;rl_(li/p)

q p¥llg \¢>0 p

a la place que f.(n), mais le calcul qui suit montre que les deux fonctions
multiplicatives f, et g, sont identiques.

Soient, en effet, p un nombre premier et ¥ € N*. En utilisant l'identité de
convolution 7,41 = 1 % 7, il suit

-+

Z Tz+1(l; M) ) Z}% Z ) — T1(p" )

>0 P 1-1/p 57,55, 1=1/p
i 1 Tz—l-l(pu_l)
B S el
= =P 1—-1/p
(>j—v

o X e ¥ e Tl

0<j<v S rr(=1/p) 1-1/p

1 Tz (pj)
=)+ Y S
1-1/p S, P =1/p)
Comme 1 —1/p = p(p)/p, ce calcul implique que g¢.(p¥) = f.(p”). La conclusion
annoncée en résulte par multiplicativité.

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier la convergence de U(7,41;9).
Désignant par a,,/¢m la m-ieme réduite d’'un nombre réel ¥, nous posons &, =
¥ — am/qm, de sorte que les inégalités (2-13) impliquent la relation

1

6-8 Em| X ——— m > 1).
( ) | | dmgm+1 ( )
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Par ailleurs, nous reprenons une notation employée dans [2] : soient B > 0 et
Q. = z/(logz)? (z > 2), 'ensemble des nombres réels x tels que ¢(J, Qz) = qm
est 'intervalle défini par les conditions ¢,, < Qz < Gm+1 ; nous le notons [£,,,, Emt1]-
Nous employons les relations suivantes.

log ¢ B log gm+t1 B
(6:9) mX%mwwikax%:%nkM%ﬂijiL

Nous appliquons le Lemme 6.3 avec ¢ = 1/2B pour évaluer l'intégrale

Emt1 dt
/ ZTz+1 (tvt;’ﬂ)t_g'
Em

Lors de ce calcul, nous ferons un usage fréquent des relations (6-8) et (6-9).
Avec le changement de variables t = ule,,|, il vient :

£7n+1 dt
/ Z‘Fz+1(tvt;19)_ =

ém t2
=) g [ o gl S
vo G [ () e [ i)
= %ﬁ(Qm) /|;m;m+1 (logu + log g, + log qmﬂ)z% du
o <(log1§m;;;);1 /amim+1 log(l;i-uQ) st /£m+1 dt )
am leml&m u e,  tlogt)?

sgn(em) /amim+1 zsin2 (mu)
= =~ f(qm 1 log g + log gm —5—d
F(Z)qm (q ) e [Em ( Ogu+ 0gq + 0g g +1) Tu U

(18 gm+1)7 " /5"””“ dt
o | L284dm+1) %
*'<qu e, WognA )
2

la derniére évaluation provenant de l'intégrabilité sur R de u — log(1 + u?)/u?.
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Lorsque b < a, on dispose de la majoration (a + b)* — a* < ba®~!. Des lors,

Emtt dt
/ Z-,—z+1 (t,t,ﬁ)t—2

m

Em+t1lem| 2

sgn(em,) R sin” mu
= 7fz qm 1Og dm / U
Emtilem| qin2
+0 M(log Gms1)” ! / S 27ru log u du
m $m\8m| u

m u?

(gm) 1 o Emt1lem| «in2
o <M@Og%ﬂ)ﬂ [ s’y
¢

m|&m|

(18 gm-+1)7 " / b dt
o L28dm+1) %
’ ( AP ) gt )

soit, en utilisant l'intégrabilité de u — sin®(7u)logu/mu? et u +— sin? ru/mu?
sur Ry,

Smt1 dt  sgn(en) Smialeml gin? 7y,
Z: tut;ﬁ - == 2(Gm ) (1 m i d
L ettt = T ) os gy [ S

L0 (log ¢m+1)° ! _'_/5"”‘+1 dt
q’1177171/2B Em t(log t)A .

Compte tenu du développement asymptotique effectué dans le paragraphe 11.2

de [2]
/57n5m+1 Sin2 72TU du _ K + O Q'rln/B + (log Q’ITL)B ,
|€m|£7n U 2 log qm+1 qm+1

m

nous en déduisons ’estimation

Smt1 dt  wsgn(enm) ol
Ze (tt:0) = =——=—""2F (gm)(10g gm41)* | 1 + ————
. z+1( )t2 2 T(2)gm f2(gm)(l0g grm+1) + 108 g1

sty | [
O ————F%— — .
+ ( q}n*/QB + e, t(logt)4

Choisissons A > 1. Le deuxiéme terme d’erreur du membre de droite de (6-10) est
alors le terme général d’une série absolument convergente. Si ¢ < 1, il en va de

(6-10)
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méme du premier. Si o > 1, nous avons 7,(gq) > 1, donc, d’apres (2-11),

> q;11/2B'

> (20+K+1)/2

(6.11) Fulm) > (w(qq’“

Ainsi, il existe une fonction arithmétique h, et une série ) - v, absolument
=
convergente telles que

Em+1 dt
/ ZTz+1 (t,t,ﬁ)t—2

(6-12) Em

. sgn(em) i i)
— §sz(qm)(long+l) <1 + m> o

et
he(gm) < g/ 5.

Par ailleurs, le méme calcul fournit, pour &, < x < &1,

(6:13) /z Ze (£, 1:0) df < (logqm“)gf (gm) [ 1+ 0" +
. T y Uy 7o - Jz\Um O Um-
m o t? m ¢ log ¢m+1

Comme sgne,, = (—1)™sgney, nous obtenons avec (6-12) que la convergence de
la série

Emt dt
(6-14) > / Zroa (6 60)

m>1

équivaut a celle de la série

Z(_l)m (IOgQWH-l)Z fz(Qm) (1+ hz(qm) ) )

m>1 dm log gm+1

Nous pouvons appliquer le Lemme 6.2 avec g = h, et b = 1/B. En effet, la condition
B > o + 1 est bien satisfaite pour B = 44 + 4(x + 1)? + 12. Nous pouvons donc
d’affirmer que la convergence de la série (6-14) équivaut a celle de la série (6-1).

Nous sommes a présent en mesure d’établir I’équivalence des assertions (i) et (iii)
de la Proposition 6.1. Considérons un nombre réel x > 2 et désignons par M = M,
l'unique entier tel que &y < 2 < 41 On a, par (6-13) et (6-11)

x

Loy (@, ;0 ‘
Z 7—Z+Tl(m sin(2mnd) = Zrn(@,5:9) —i—/l Zr i (t, t;ﬁ)g

n<x

(6-15)

Em+1 dt
> / Zroa (b, 1:9) o5 + E(M) + (1),

1<m<M
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ou F est une fonction arithmétique satisfaisant la majoration uniforme pour m > 1,

(6-16) E(m) < Mﬂ(qm) 1+ ﬂ )
m 10g gm+1

Lorsque la série (6-1) converge, on a

(6-17) lim E(m)=0.

m— 00
En effet, c’est une conséquence directe du Lemme 6.2, appliqué avec g(q) := q'/B.
Nous déduisons donc de ce qui précede 'implication (iii)=>(i).
Etablissons la réciproque. Au vu de (6-15), il suffit de prouver que la convergence
de U(7,41,9) implique (6-17). Or, on a

(6-18)
. Zr oy (2,2 0) )5 dt
Z Ll(n)sin(%rnﬁ) = [w} —i—/ Zr (6 10) =
n x : t2
Em<n<Em+1 Em Em

La formule (6-7) et les relations (6-9) permettent de montrer que le premier terme
du membre de droite tend vers 0 lorsque m — oo. En effet,

ZT ) ;0 Emt1 m m 2
[#ﬁv)} < (loggm-i-l)a |fz(%n+l)|w
Em dm+1
2
(619) + (g &) | (gm)| EEm)
< =la)l
dm+1

Sous I'hypothese (i), le membre de gauche de (6-18) tend vers 0 puisque c’est
le terme général d’une série convergente. Donc le terme principal du membre de
droite de (6-12) tend vers 0 lorsque m tend vers l'infini. Cela permet d’affirmer que
f2(gm)(10g ¢my1)?/gm = o(1), lorsque m — oo sous la condition log g1 > gl
avec 1/B < D < (1 —1/B)/o (un tel choix est possible puisque B > o + 1), ce qui
implique (6-17) sous la méme condition. La relation (6-17) est encore vérifiée sous
la condition log ¢,m11 < ¢2) d’apres (6-16). Cela acheve la preuve de I’équivalence.

6-3. Convergence de V (15 ;1)

Nous commengons par estimer W. (z,z;9) = > . 7.(n)B(nd), en vue
d’intégration par parties ultérieures. Nous conservons les notations k := |z]| et

o= Re (2).
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Lemme 6.4. Soit A > 0 et B = 5(A + k®> + k + 4), on a uniformément pour
T22 Q= x/(]*ng)B: VER, qg:=q(Qz), a €Z, (a,q) =1, |q¥ —a| < 1/Qx,
19‘1 =1 - CL/(L

, o—1f Trt2(q) logg 1
(6:20) W, (z,2;9) < z (log z) 1{ + p + (loga:)A} (zllq9] > 1),
et
(6-21) W, (x,3;9) = —sgn(ﬁq);;f((j))qx(logwyl + R(z,q) (z]|g9| < 1),
ou

rn(q)(logq)2+xllq19|\ L
qlogx q (logz)4

Démonstration. 1’évaluation (6-20) coincide avec celle du lemme 13.6 de [2]. Le
lemme 7.2 de [2] fournit Iestimation (6-21) lorsque g > (log z)5. Pour établir (6-21)
lorsque ¢ < (logz)?, nous commencons par remarquer que les deux membres sont
des fonctions impaires de ¥ : nous pouvons donc supposer dans la suite que ¥4 > 0.

Nous utilisons ici la méthode générale développée par La Breteche et Tenenbaum
pour évaluer Wy(x,x; ) lorsque f est une fonction arithmétique de type Siegel-
Walfisz fort, autrement dit vérifiant une identité analogue & (6-22) infra — cf. le
paragraphe 7.1 de [2].

R(z,q) < x(logz)""" (

Comme nous supposons z||¢¥|| < 1, nous avons 0 < ndy, < 1/¢ (n < z). Nous
pouvons donc écrire la décomposition

o= (1% ) - (2) - (2.
q q q
En reprenant les notations employées dans [2], il suit

W, (2, 2;0) = TsY + 132 = 31,

z

avec an
1 1
Té ) = Té )(3:;19) = ZTZ(H)B(7)7
nx
T0(2) = T0(2)(x;19) = Z Tz (n)ndy,
n<x
3 3
Té ) = Té )(3:;19) = Z 7. (n).
n<x
an=0 (mod q)

D’apres le lemme 13.6 de [2], la fonction 7, est de type Siegel-Walfisz fort : pour
tout A > 0, on a uniformément pour ¢ € N*, a € Z,

1 T
6-22 (n) = —— T.(gn/m) + O —— ),
(6:22) L =gy X wam (Gog )
n=a (mod q) (n,m)=1
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o l'on a posé m := q/(q,a). Nous en déduisons que

EEDRSOEICIED VID DEEIC IED DR AU

n<e ml|g 1<ec<m m<z
(c,m):l nEcq/m (mod q)
ac 1 x
qu( Kém 4 >{‘P(m) Z;a & (log z)A+5

(e;m)=1) (n,q)=1

Or, nous avons

1<esm
(e,m)=1
en vertu de la symétrie des entiers premiers & m par rapport & m/2. Il suit

T qr T
o7 29 < (g1 < (iogay?
mlq

(1)
(6:23) Ty <

Par ailleurs,

T0(2) = Z Tz (n)ndy =9, Z T.(n)n
n<e n<x

(6-24) .
< V2 (logz)” ! = Mx2(logx)‘7_l.
q

Enfin, nous évaluons

T(53) = Z TZ(qé)

<z /q

par la méthode de Selberg-Delange. Posons

H,,(z):= Z 7. (qf).

<z

Par un calcul similaire a celui réalisé dans la preuve du Lemme 5.1, la série de
Dirichlet associée & H, 4 s’écrit, pour s € C, Re (s) > 1,

> U sy 6,0,
n>=1

ou l'on a posé

G.(s,q) := H(l —p °)? H Z %::J)

plg pillgv=0
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La majoration

G.(s,q) < 7x(q) log(2q)  (|s — 1] < 1/log(2q))

fournit alors, grace au théoréme I1.5.3 de [14],

. PP 1 () B (log@)* . yo—2 T
(o2 zézz/q z(ﬂq)_r(@q (log 2) +O( q (log) +(10g:r)A)'

Les estimations (6-23), (6-24) et (6-25) impliquent ’évaluation (6-21) ce qui acheéve
la preuve du lemme. a

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer I'intégrale

Em+1 dt
/ WTz (t,t,ig)—2
Em ¢

Nous omettons les détails qui sont similaires a ceux du paragraphe précédent. Nous
obtenons

1/ llgm2|l dt
/ W-,—z (t,t, 19)15—2

5’771
(1og gm+1)* ( (m(qm)(logqm)2>)
=—sgn(em)—=——f:(gm) 1+ O | —/—F———
8 ( ) 2F(Z)qm f (q ) fz(Qm)longJrl
bt
o [,
< - f(logt)“‘>
et : )
met1 dt log gya1)°~
/ W, (lt,t;ﬁ)t—2 < m+2(qm)10gz(qm)M
1/llam 9]l Gm

Smt1 dt
1o / __dt_ )
< ¢, t(logt)4 )
Nous en déduisons les estimations

Em+1 z 1/B
/ Wr. (t,t;ﬁ)% = —sgn(am)wﬁ(qm) (1 +0 <qm7>>

€m 2I'(2)qm 108 Gm+1

Emitqt
+0 </€m 7t(logt)14> , (6-26)

et
e dt  (log gmii1)® 1/B
/ We i (t1:0) 2 <<(°gf117“)fz(qm> (1 o
(627) Em m m+1

/£7n+1 dt ( )
+ — ém < x <€)
e, t(log )4 +
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Nous pouvons maintenant établir I’équivalence (ii)<>(iii). La preuve étant similaire
a celle de I’équivalence (i)«<(iii) effectuée dans le paragraphe précédent, nous n’en
donnons que les étapes essentielles.

Nous déduisons de la formule (6-26), et des estimations (2-6) et (6-11), qu’il existe

une fonction arithmétique Aﬁz telle que

Em41 P ~
/ W‘Fz (tvt; 19)% = - Sgn(sm)wfz(qm) (1 + M)

2I'(z m lo m
(6-28) Em ( )q g dm+1
+/5m+1 dt
. t(logt)4
et
/B

e (gm) < qp

Cela permet d’établir, en appliquant le Lemme 6.2 avec g = 7LZ et b=1/B, que
la convergence de la série

Enia dt

m<1

équivaut a celle de la série (6-1). Pour & > 2, nous désignons par M = M, I'unique
entier tel que &y < x < €pr41. Une sommation d’Abel fournit alors I'identité

(6-29) 3 #B(m&’) = ¥ /EMH W, (t,t;ﬁ)% + F(M) + o(1),

n<x 1<m<M

ou F' est une fonction arithmétique satisfaisant & la majoration, uniforme pour

m > 1,
108 Gt 1) /B
Fim) < L8Ol p gy (14 ),
Gm log gm+1

Supposons que la série (6-1) converge. Le Lemme 6.2 appliqué avec g(q) := ¢'/?

prouve que F(m) = o(1) lorsque m — oo. Cela fournit 'implication (iii)=-(ii).
Supposons réciproquement que la série V(7.; ) converge. De I'identité

(n W, (x,2;9 Emt1 Emt1 dt
> B g < [BEEO)T

X
5771 <n<£m+1

Em m

nous déduisons que

£7n+1 dt
[ Wt g = o) n—c0)
Em



Nouwelles identités de Davenport 35

La relation (6-28) permet alors d’établir que F(m) = o(1) lorsque m — oo sous
la condition log ¢yu41 > ¢L) avec 1/B < D < (1 — 1/B)/o. Comme F(m) tend
également vers 0 lorsque m — oo sous la condition log ¢,m,11 < g2, nous pouvons
finalement écrire que

F(m)=o0(1) (m — o0).

Cela fournit I'implication (ii)=-(iii), au vu de (6-29).

7. Construction d’un contre-exemple

Nous fournissons ici le contre-exemple annoncé dans la troisieme partie concer-
nant le Théoréme 3.3. Pour cela nous construisons les réduites de 1} par récurrence
suivant la relation

dm+1 = Am+19m + gm—1.

Supposant les m premieres réduites construites pour m assez grand, montrons que
Pon peut trouver ¢,,+1 tel que

1/k 1/k 1
Qm+1 SOit premier et (q—m) < log gm+1 < (q—m) {1 + —} .
m m

Nous employons la notation habituelle,

m(z,a,q) = Z 1 (x>1,geN,1<a<q).
n<x

n=a (mod q)

Le théoreme de Siegel-Walfisz stipule qu’étant donné A > 0, il existe une constante
¢ > 0 ne dépendant que de A telle que l'on ait uniformément, pour = > 2,
1<g< (logx)t, a €N, (a,q) = 1,

T fo
7(z,a,q) = ——— + O(ze~cV18),
(:0.9) ¢(q) logx ( )

Nous en déduisons, sous les mémes hypotheses, que si 0 < h < z, alors

w(x+h,a,q) — 7(x,a,q) = h + Oze /logw)'
¥

(q)logx
Afin d’alléger la présentation des calculs, nous employons la notation
A = (g /m) /"

Comme (¢m-_1,qm) = 1 et ¢n < A2} dés que A > &, nous pouvons employer le
théoreme de Siegel-Walfisz pour évaluer

7T(:E + R, qm-1, Qm) - 7T($, dm—1, Qm)v
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avec x = e’ et o + h = M (1H1/™) - Ainsi, il existe une constante ¢ > 0 telle que

e>\m (e>\m/m _ 1)
m $+h7qm—17qm — T (X, qm—1,9m) = +O e)\m—cm )
( o T e )

Comme ¢(¢m) < ¢m et que g, = mAL,, nous obtenons

7T(:E + hyGm—1, Qm) - 7T($, dm—1, Qm)
A (pAm/m r+1 o—cvVAm
5 ¢ (e : 1) 140 mAitle .
m A" erm —1

Pour m assez grand, en vertu de la croissance exponentielle des ¢,, et donc de
Am, nous constatons que cette derniere quantité est strictement positive, ce qui
permet d’achever la construction de ¢,,+1. Remarquons que I’emploi du théoreme
de Dirichlet dans les progressions arithmétiques aurait été insuffisant pour conclure,
dans la mesure ot 'uniformité en ¢, et m est indispensable.

Lorsque m est assez grand, g, est premier ce qui fournit I’estimation

Fulgm) = 5+ O (i) |

m

Nous savons d’autre part que

(log gms1)* = %” {1 +0, (%) } .

Cela nous permet d’énoncer que la série (6-5) est de méme nature que la série

m>1
qui est convergente, tandis que la série (6-6) est de méme nature que la série
1
>
m
m>1

qui est divergente.
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