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Kapitel I] wurde von Martin Predota nach der Vorlesung im Sommersemester 1999 verfasst.
Kapitel 2] ist ein sehr vorldufiges Rumpfskriptum, in dem nur die Gliederung des Stoffes und

einige Definitionen, Sdtze und Algorithmen enthalten sind. Dieser Teil der Vorlesung folgt [I1].
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Kapitel 1

(Grobner-Basen

1.1 Einleitung

Der Begriff der GROBNER-Basis wurde erstmals 1965 in der Dissertation von Bruno BUCHBERGER
eingefiithrt und 1970 in [3] veroffentlicht. Thren Namen haben sie von BUCHBERGERs Betreuer
Wolfgang GROBNER. Zu Beginn der achtziger Jahre wurde die Theorie der GROBNER-Basen ein
wichtiges Teilgebiet der Computer-Algebra und ist mittlerweile in allen wichtigen Programm-
Systemen, die symbolische Berechnungen erlauben, integriert. Als Beispiele wéiren hier Maple,
Mathematica, Axiom oder Reduce anzufiihren.

Die wahre Bedeutung, die GROBNER-Basen erlangt haben, liegt aber darin, dass man sie be-
rechnen kann. Und eben dies ist BUCHBERGER in [3] gelungen; er stellte einen Algorithmus zur
Verfiigung.

Die wohl wichtigste Anwendung von GROBNER-Basen, die symbolische Lésung von polynomia-
len Gleichungssystemen, wird im Weiteren genauer behandelt.

Dariiberhinaus kénnen wir bemerken, dass es zahlreiche andere Anwendungen von GROB-
NER-Basen gibt und viele Ideen in ganz anderen Bereichen der Symbolic Computation verwendet

werdenl]

Beispiel 1.1. (Loesen-Algebraischer-GLS-haendisch.nb) Betrachte das Gleichungssystem

f(X,Y)=2X2%Y 43X +4Y =0
f2(X,Y) =3XY? 44X +5Y =0

und fiihre ,Linearkombinationen aus:

fs=3Yf1 —2Xfo = —8X? — XY +12Y? =0
fa=4fi+Yfs =12X +16Y — XY? +12Y3 =

fs =3fs+ fo = 40X +53Y + 36Y°3 =0
fo =3Y2fs —40fo = —160X — 200Y + 159Y3 + 108Y° = 0
fr=4fs+ fo = 12Y + 303Y3 4 108Y° =0

f7 =0 hat 5 (eventuell komplexe) Losungen, aus fg (oder f5) kann man zu jedem Y ein X finden.

1.2 Polynome

Im Folgenden bezeichnen wir mit K einen Korper und mit P := K[X;,..., X,] den zugehdrigen
Polynomring. Weiters sei T := {X{“ XA a0, € NO} die Menge der Potenzprodukte.

Lvgl. Allgemeine Eigenschaften NoETHERscher Reduktionsrelationen, Seite



Fir f e Pund t € T ist C(f,t) der Koeffizient von t in f, M(f,t) = C(f,t)t das Monom von
fbeit,S(f):={teT]| C(f,t) # 0} der Triger (support) von f. Dann gilt f = Ztesm C(f,t)t.

Beispiel 1.2. Betrachten wir f = 622 + 22y? + y> + 4y? € Z[x,y], dann erhalten wir

C(f7 33) =0, C(f’ 1:2) = 65M(fa$) = O7M(f7 $2) = 61‘2, S(.f) = {1‘2,$y2,y3,y2}.

1.3 Ideale
Wir betrachten ein algebraisches Gleichungssystem
filXy,...,Xn) =0
: (1.1)
fr(X1,..., X)) =0,

wobei fr € P. Wir schreiben F := {f1,..., f..} und bezeichnen das Gleichungssystem (1.1]) kurz
als das durch F' gegebene Gleichungssystem.

Notation 1.3. Fir F' C P sei

das von F' erzeugte Ideal.

Proposition 1.4. Sei FF CP (bzw. F C R fiir einen kommutativen Ring R mit 1). Dann gilt

Id(F):{p1f1+"'+pst:SGNOapla'”apsepafly"'afsEF}-

Beweis. Bezeichne die Menge auf der rechten Seite mit M. Fir f, g € M folgt offensichtlich
f—g € M. Ebenfalls gilt fir f € M, p € P, dass pf € M. Also ist M ein Ideal in P.

Wenn I ein Ideal ist, welches F' enthilt, so muss es auch M enthalten. Daher gilt M =
Id(F). O

Proposition 1.5. Seien F, G CP mit Id(F) = 1d(G) und 1, ..., x, € K. Dann gilt
VfeF: f(r1,...,2,) =0 < Vg€ G:g(x1,...,2,) =0.

Beweis. Aufgrund der Symmetrie ist nur eine Richtung zu zeigen. Nehmen wir also an, dass die
linke Aussage gilt und sei g € G C Id(G) = Id(F). Es gibt ein s € Ny sowie py, ..., ps € P und
fi, .., fs € F,sodass g = p1f1 + -+ + psfs. Daher gilt

g(x1,...,xpn) = Zpi(:zl, cooy ) filzr, .o x,) =0,

=0
O

Definition 1.6. Sei I <P und F C P mit I = Id(F). Dann heifit F' ein Erzeuger oder eine Basis
von /.

Um ein algebraisches Gleichungssystem (|1.1)) zu 16sen, suchen wir also eine Basis G C P mit
Id(G) = Id(F), die ,besser” ist (eine Art Stufenform). Das werden genau Grobner-Basen sein.
Zunéchst soll geklart werden, ob es fiir jedes Ideal I <P ein endliches Erzeugendensystem gibt.

Definition 1.7. Ein kommutativer Ring R mit 1 heifst noethersch, wenn jedes Ideal von R endlich
erzeugt ist (d.h. ein endliches Erzeugendensystem besitzt).

Ein Korper K ist immer ein noetherscher Ring, weil er genau zwei Ideale besitzt: Das Nullideal
{0} =1d({0}) sowie den gesamten Korper K = Id({1}).



Satz 1.8 (Hilbertscher Basissatz). Sei R noethersch. Dann ist R[X] noethersch.

Beweis. Nehmen wir an, dass I < R[X] nicht endlich erzeugt ist. Nun wéhlen wir f; € I als
Polynom minimalen Grades, das nicht in Id(f1,..., fi—1) liegt. Die f; sind dadurch aufsteigend
nach d; = deg f; sortiert.

Wir legen a; = C(f;, X%) fest und betrachten A = {a; | i € N}. Es gilt Id(A) < R nach
Definition, und weil R NOETHERSch ist, gibt es by,..., by € R mit Id(A4) =1d(by,...,by) und mit
b; = ZJM:1 cija; weiter Id(A) = Id(b1,...,bn) =1d(a1,...,anm).

Betrachten wir nun fjs41 mit dem Leitkoeffizienten apr41 = Zﬁl e;a; und
M
9=fup— Yy eXhmdiy,
i=1
dann folgt

M
Clg, X41+1) = C(fargr, X41) = Y e, C(f;, X ) = 0.
=1

Damit gilt

e degg < dpy1—1,

e gc I und

o g ¢ Id(f1,..., f;m).
Dies ist aber ein Widerspruch zur Wahl von fa;41, also ist R[X]| NOETHERsch. O
Korollar 1.9. P = K[Xy,...,X,] ist ein NOETHERscher Ring.

1.4 Zulassige Ordnungen auf Potenzprodukten

Definition 1.10. Sei < eine Totalordnung auf T, dann heifft < zuldssig, wenn
1. 1<tfiralel#¢teT
2. Aus u < v folgt tu < tv fiir alle u,v,t € T und ¢ # 0. (Monotonie)
Beispiel 1.11. Folgende Ordnungen auf K[X,Y] sind zulissig:

1. Gesamtgrad-Ordnung mit X < Y:

1< X <Y <X?<XY<Y?’<X3<X’Y <XY?2<V3<...

2. Lexikographische Ordnung mit X < Y:

1<X<X?’<X?<. . <Y <XV <X’Y< - <Y?’<XYV?<...

Lemma 1.12 (Dickson). Sei t; eine Folge aus T, fir die t; {t; fir alle i < j gilt. Dann ist die
Folge endlich.

Beweis. Wir fithren eine vollstdndige Induktion nach der Anzahl der Variablen n durch:
Firn =1 gilt t;, = X und somit ¢; { ¢; fir ¢ < j, also e; > e;. Daraus folgt e; > es >e3 > ...,
was eine fallende Folge natiirlicher Zahlen ist, also ist sie endlich.

Nun zum Schritt n — 1 — n:

Wir schreiben t; = X{*' ... X%~ Wir nehmen an, dass die Folge der ¢; unendlich ist. Ist i < j,
dann existiert ein k, sodass a;; > ajj gilt. Fiir i = 1 gibt es ein k, sodass ai; > a;j resultiert.



Nun gibt es ein £, sodass wir a1 > aj fiir unendlich viele j erhalten. Es gibt ein ¢y € N, sodass
Wir a;r = aji fiir unendliche viele 5; mit I € N erhalten. Betrachten wir die Potenzprodukte
tjz
XZiOk

in n — 1 Variablen Xy,..., Xx—1, Xgt1,...,Xn, dann ergibt sich fiir Iy < o

tjzl J( thQ
Aigk Aigk
ch Xk

wegen t;, i tj,,- Nach Induktionsvoraussetzung ist diese Folge endlich, was ein Widerspruch zu
unserer Annahme ist.

O

Proposition 1.13 (Eigenschaften zuldssiger Ordnungen). Sei < eine zuldssige Ordnung auf T.
Dann gilt

1. Fir alle t,u € T folgt t < u aus t | u.

2. > ist eine NOETHERsche Relation, d.h. es gibt keine unendliche absteigende Kette t1 > to >
... firt; €T.
Beweis. 1. Nach der Definition gilt 1 < % und es folgt ¢ < u durch Monotonie.
2. Sei t; >ty > ... eine absteigende Kette. Nehmen wir an, dass es i < j gibt, sodass t; | t;.
Daraus folgt t; =< t;; dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung einer absteigenden Folge.

Also folgt aus dem Lemma von DicksON (Lemma [1.12)), dass die Folge endlich ist.
O

Bemerkung 1.14. Die Proposition besagt nicht, dass die Menge {¢ | ¢ =< u} fiir festes u € T
endlich ist.
1.5 Zulassige Ordnungen auf Polynomen

Definition 1.15. Seien f € P,t,t1,t2,u € T und < eine zuldssige Termordnung auf T, dann
definieren wir

LPP(f) := maxS(f) (bzgl. <) Leading power product
LC(f) := C(f,LPP(f)) Leading coefficient
LM(f) := M(f,LPP(f)) = LC(f) - LPP(f) Leading monomial

R(f) == f — LM(f) Rest
H(f.t) = Z M(f,u) Higher part
S
L(f.t):= Z M(f, u) Lower part
&=
B(f, t1,t2) := Z M(f,u) Part between
o,

Bemerkung 1.16. Mit obiger Definition gilt fiir t; < to

f:H(f7t)+M(f7t)+L(fvt)
f=H(f,t2) + M(f,t2) + B(f, t1,t2) + M(f, 1) + L(f, t1)



Beispiel 1.17. Nehmen wir wieder f = 622 + 2zy? + y® + 4y? € Z[z, y] mit der lexikographischen
Ordnung und z > y, dann erhalten wir

LPP(f) = 2% LC(f) = 6,LM(f) = 622,

R(f) = 22y +y° + 4y,

H(f,z) = 62® + 22y°, L(f,2) = y* + 49*, B(f,z,9%) = v’
Definition 1.18 (Fortsetzung von zuldssigen Ordnungen). Sei < eine feste, zuldssige Ordnung

auf T und f, g € P. Wir definieren f < g, wenn ein t € S(g)\ S(f) existiert, sodass H(f,t) = H(g,t)
ist.

Proposition 1.19. Sei < die Fortsetzung einer zuldssigen Ordnung auf T. Dann gilt

1. < ist eine Halbordnung (d.h. < ist transitiv und héchstens eine der Aussagen f < g, f =
g, f > g ist wahr).

2. > ist NOETHERsch, d.h. absteigende Folgen von Polynomen sind endlich.
3. Fir alle p € P\{0} gilt p > 0.
Beweis. 1. Wir beweisen zunéchst Transitivitdat. Sei f < g < h, t1 € S(g) \ S(f), H(f,t1) =
H(g,t1), t2 € S(h) \ S(g) mit H(g, t2) = H(h,t2).

Betrachte zunédchst den Fall ¢; < t5. In diesem Fall ist C(f,t3) = C(g,t2) da ja H(f,t1) =
H(g,t1), also to € S(h) \ S(f). Da H(f,t2) = H(g, t2) = H(h, t2), folgt f < h.

Im anderen Fall ¢; > to. Da H(g, t2) = H(h, t2) folgt C(g,t1) = C(h,t1), also t; € S(h)\S(f).
Weiters gilt H(h, t1) = H(g,t1) = H(f,t1), also wieder f < h.

Der dritte Fall ¢; = t kann nicht auftreten, denn to ¢ S(g), aber t; € S(g). Somit ist die
Transitivitat bewiesen.

Da aus f < g nach Definition f # g folgt und aus f < g und g < f nach Transitivitdt f < f
folgt, ist < eine Halbordnung.

2. NOETHERsche Induktion:
Sei p11 > p12 > ... eine unendliche absteigende Folge von Polynomen, dann folgt p11 > p1x
fir alle £ € N\ {1}. Nun gibt es ein ¢ € S(p11), sodass fiir unendlich viele k; mit [ € N
t € S(p11) \ S(p1k,) und H(p11,t) = H(p1k,,t) gilt. Definieren wir
D21 ‘= plkl - H(plkl ) t) = plkl - H(p117 t)a
dann erhalten wir
e LPP(ps21) < LPP(p11), wegen LPP(pa1) < t < LPP(p11)

® Poy > Pog > ... ist nach Konstruktion eine absteigende Folge.

Setzen wir das fort, so kénnen wir immer eine unendliche absteigende Folge mit LPP(p;11) >
LPP(p21) = LPP(p31) > ... erzeugen. Wegen Proposition kann es eine solche Folge
nicht geben, da die Ordnung auf Potenzprodukten NOETHERsch ist, also auch <.

3. Sei t = LPP(p), dann gilt 0 = H(p, t) = H(0,¢) und ¢t € S(p)\ S(0).



1.6 Reduktion von Polynomen

Der Plan zur Losung von algebraischen Gleichungssystemen sah vor, zu einem gegebenen Ideal
Id(F) eine ,bessere Basis G zu finden. Dazu ist es zunéchst notwendig, iberhaupt feststellen zu
kénnen, ob ein gegebenes Polynom ¢ Element des Ideals Id(F") ist.

Beispiel. Sei fi = 2X2Y + 3X +4Y, fy = 3XY? +4X +5Y, f3 = 40X + 53Y + 36Y3,
fo o= 12V + 303Y% 4+ 108Y° und g — —8X2 — XY + 12Y2. Gilt g € 1d(f1, fo, f3, f2)?
(Ideal-Membership-haendisch.nb).

Definition 1.20. Seien g,h € P.
1. Sei f € Pund ¢t € T. g kann durch f an ¢ auf h reduziert werden, g — 5 h, wenn

(a) t €5(g),
(b) LPP(f) | t und
M(g,t
(C) h=g- Lh(/[g(fgf
2. Sei f € P. g kann durch f auf h reduziert werden, g — ¢ h, wenn eseint € T mit g — 7+ h
gibt.

3. Sei I' C P. g kann durch F' auf h reduziert werden, g — h, wennesein f € F'mit g —; h
gibt.

4. Sei F' C P. g heilt reduziert beztiglich F, g,., wenn es kein h € P mit g — 5 h gibt.

Beispiel 1.21. Seien g := X?Y? — Y3, fi := X2Y — Y2, fy := XY? — X? und betrachte die
Gesamtgrad-Ordnung mit X < Y. Dann gilt g —f 0 und g —p, X3 — Y3. Letzteres ist
reduziert bzgl. {f1, f2}.

Proposition 1.22. Seien g,h € P, FF C P, dann gilt:
1. Wenn g durch f ant auf h reduziert werden kann, dann folgt M(h,t) = 0.
2. Wenn g durch F auf h reduziert werden kann, dann folgt h < g.

3. Die Reduktion beziiglich F, —p, ist NOETHERSch, d.h. es gibt keine unendliche Folge
g1 —7F g2 —F ...

Beweis. 1.
h=9- T ! =9 Tepcr s (LOULPR() + RD)
90— 1€l - Lo T RO
=< ey LPP(f)=t
_ C(g,t) t
- H(g’t) + M(g’t) + L(g7t) - tC(g,t) - LC(f) ' LPP(f) R(f)

C(g,t) t

2. Da H(h,t) = H(g,t) und t € S(g) \ S(h).

3. Da —»rC>, folgt das aus Proposition [I.19]
O

Bemerkung 1.23. Es gibt einen Algorithmus, der g durch F' auf ein h reduziert, sodass h
beziiglich F' reduziert ist.



Definition 1.24. Seien g,h € P und F C P.

1. g kann in endlich vielen Schritten durch F' auf h reduziert werden, g —7% h, wenn g =
G091y -« -y 9n—1, 9n = h mit n > 0 existieren, sodass g; —p g;41 fir alle 0 <i <n — 1 gilt.

2. g und A sind durch F' in endlich vielen Schritten verbindbar, g +—7% h, wenn g =
90591y -+ -y 9n—1,9n = h mit n > 0 existieren, sodass g; —p ¢g;4+1 oder g;11 —p ¢; fir
alle 0 <¢ < n—1 gilt.

Bemerkung 1.25. —7% ist die reflexive, transitive Hiille von — und <—7 ist die reflexive,
transitive, symmetrische Hiille von —

Proposition 1.26 (Eigenschaften der Reduktion). 1. Fir a € K\{0} ist —; gleichwertig
mit —q 5.

2. Seien a € K\{0} und t € T, dann folgt atg — s ath aus g — h.
3. Seip € P und gelte g —y h, dann existiert ein ¢ € P, sodass
g+p—5qi—h+p
gilt.
Bemerkung 1.27. Eigenschaft 3. heifit Summenhalbvertriglichkeit.
Beweis. 1. und 2. sind klar

3. Sei t € S(g) mit g — h.
Fall 1: C(p,t) =0:
Es folgt C(g + p,t) = C(g,t) # 0 und daraus g + p —> ¢, h1 mit

_ M(g+p,t) ., M(g,?) _
hl—g—i-p—Wf— LM(f)f-i-p—h-i-p
und wir sind fertig.
Fall 2: C(p,t) # 0 und C(g + p,t) # 0:
Es gilt g +p — ¢ b1 mit
M(g,t) . M(p,t) M(p, 1)
hy = — _ —h4p— .
S 7 (7 L A (F R P Y TN

Als néchstes wollen wir h+p reduzieren, was wegen C(h+p,t) = C(h,t)+C(p,t) = C(p,t) # 0
erlaubt ist, und wir erhalten h +p — 7+ ho mit

M(p, t)

ho =02 ()

f

und weiter
g+p—rfthi=ho fi&— h+p.

Fall 3: C(p,t) # 0 und C(g + p,t) = 0:
Wegen C(h+p,t) = C(p,t) # 0 darf h+p in ¢ reduziert werden. Wir erhalten h+p —,; hao

mit
_ M(p,t) . M(g,?) M(p, t)
e VTF A PV IE R AVIEO L
_ M(g +p, 1)
—9+P—Wf
=0

alsoh+p—y¢ g+p.

10



Notation 1.28. Sind f, g € P zwei Polynome, dann schreiben wir f =g ¢ fir f =¢ mod Id(F),
was zu f — g € Id(F') dquivalent ist.

Proposition 1.29. Seien F CP und g,h € P. Dann ist g = h dquivalent zu g +—% h.
Beweis. («=): Es gilt
n
g=h+ Z ait; fi
i=1

fiir a; € K,t; € Tund f; € F, also folgt g — h € Id(F).
(=): Es gelte g = h, dann erhalten wir

N
9= h+zaiti.fi

i=1

fir a; € K,t; € Tund f; € F. Sei
k
gk =Y aitif;,
i=1

dann behaupten wir, dass g «+—% g + gx fir 0 < k < n gilt. Dies beweisen wir nun durch
Vollstandige Induktion nach k.
Fiir k =0 gilt g +—}% g.
Nun zum Schritt von k — 1 nach k.
Dabei wissen wir agty f, —>r 0 und aus der Summenhalbvertréiglichkeit (vgl. Propositionm
3.) folgt
g+ ge—1 +aptifr —F ¢ p— g+ gr1

9+9k

und weiter mit der Induktionsvoraussetzung
g—F g+ g—1 <% g+ G-

O

1.7 Allgemeine Eigenschaften noetherscher Reduktionsrela-
tionen

Definition 1.30. Sei X eine Menge und — eine Relation auf X, also —C X x X. Dann heifst
— eine Reduktionsrelation auf X. Statt (f,g) €— schreiben wir f — g.
x heiltt reduziert, wir schreiben z, wenn es kein y € X mit x — y gibt.
Weiters sei RF : X — X mit © —* RF(x) und RF(z) ist reduziert.
z und y haben einen gemeinsamen Nachfolger, = |* y, wenn es ein g mit
x—"qr—y
gibt.

Bemerkung 1.31. — heifst eine NOETHERsche Relation, wenn es keine unendlichen absteigenden
Ketten gibt.

Satz 1.32. Sei — NOETHERsch. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Aus x +—* y folgt x |* y. ( CHURCH-ROSSER-Eigenschaft)
2. Aus x +—* y folgt RF(z) = RF(y). ( CHURCH-ROSSER-Normalform-
FEigenschaft)

11



3. Aus x *<— z —* y folgt = |* y. (Konfluenz)
4. Aus x <— z —* gy folgt x |* y. (Semilokale Konfluenz)
5. Ausx +— z —> y folgt x |* y. (Lokale Konfluenz)

Beweis. Die Implikationen 2. = 1., 1. = 3., 3. = 4. und 4. = 5. sind klar und werden nicht néher
behandelt.

1. = 2

Es gilt

RF(z) *+— x +—* y —* RF(y).

Daraus folgt RF(z) +—* RF(y), es resultiert weiter RF(x) |* RF(y) wegen 1. und schlieflich
RF(z) = RF(y), da RF(x) und RF(y) reduziert sind.

3. = 1:

Es gelte x «—* y in n Schritten, also x +—" y.

Nun fithren wir eine Vollstdndige Induktion nach n durch. Der Fall n = 0 ist klar, also betrach-
ten wir n > 0. Dabei erhalten wir zwei mogliche Situationen:

T — z+—""ly und T— z "ty
fiir ein z. Im ersten Fall folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass es ein u mit

T—z— ut—y

gibt, und im zweiten Fall gibt es u, v mit

SN

T Vor.
N /
v

In beiden Féllen erhalten wir also x |* y

4. = 3.

Nehmen wir an, dass z und y keinen gemeinsamen Nachfolger haben. Sei y; so gewéhlt, dass z
und y; einen gemeinsamen Nachfolger haben, jedoch x und y; 41 keinen. Dann ist w; gemeinsamer
Nachfolger von z und y; und mit 4. gibt es auch einen gemeinsamen Nachfolger von w; (und damit
von z) und y;41, was ein Widerspruch ist, also haben x und y einen gemeinsamen Nachfolger.

/\
\/

\/
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5. = 4.
Nehmen wir an, x und y haben keinen gemeinsamen Nachfolger, dann gibt es ein i, sodass x
und y; einen gemeinsamen Nachfolger haben, nicht aber  und ;. 1, also existiert ein w; mit

x —* wy T— y;.

/>
T * \yi

w1 — Yi — Yir1-

Mit

Y
gilt speziell

Nun haben w; und g;41 keinen gemeinsamen Nachfolger; da y; # z laut Voraussetzung gilt,
haben wir aber eine unendliche absteigende Kette von Problemfillen, was einen Widerspruch zur
Voraussetzung, dass — NOETHERsch ist, darstellt. Somit haben z und y einen gemeinsamen
Nachfolger.

O

Definition 1.33. Sei > eine NOETHERsche Partialordnung auf X. Wir definieren z Sy Y, wenn
€S T = T, L1y, Tn_1,Tpn =y fir n > 0 mit z; +— x;41, 0 <7 < n—1und z; < w fir alle
0 <i<n gibt.

Proposition 1.34. Sei — eine Reduktionsrelation auf X und > eine NOETHERsche Partialord-
nung auf x mit — C». Dann sind dquivalent:

1. Ausx +— z — y folgt x |* y. (Lokale Konfluenz)
2. Aus x +— z — y folgt SEyx Y. (Lokale Verbindbarkeit)

Beweis. 1. = 2.:
Es gilt
WH— T — 2 —y —"w,

also resultiert 2., weil x,y, w Nachfolger von z sind.

2. = Konfluenz

Es gelte die Lokale Verbindbarkeit. Nun fiihren wir eine NOETHERsche Induktion auf < mit
der Induktionsvoraussetzung

fiir alle 7,7,z folge £ [* gaus 2 < zund T "+— z —* ¢ (1.2)

durch.
Stellen wir uns nun die Situation

T— 2 —"y
vor. Falls z = z oder y = z gilt, sind wir fertig. Sei also x # z und y # z, dann erhalten wir

T — 1z — 2 —yp — .
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Wegen der Lokalen Verbindbarkeit gibt es uq, ..., u, < z mit
T1=UL > oo > Uy = Y1
Nun fiihren wir eine Vollstédndige Induktion nach n durch, um zu zeigen, dass
aus uy < ... < u, und u; < z fir alle 1 < ¢ < n folgt uy |* uy, (1.3)

fiir alle n und alle uq,...,u, € X gilt.
Der Fall n =1 ist klar.

Nun wollen wir von n auf n + 1 schliefen. Dazu seien uy,...,u,+1 € X, wobei u; < z fiir
1<i<n+1und
Uy & ... & Upt1

gilt. Es gibt zwei Fille, in denen die Existenz eines Nachfolgers v zu u; und u,; folgendermafien
gezeigt werden kann:
Uy S - & Up S Up+1

und mit der zweiten Induktionsvoraussetzung gibt es ein v mit
Uy —* U — Uy — Upyq.
Im zweiten Fall erhalten wir wegen der zweiten Induktionsvoraussetzung ein v; mit

U —* v — Uy — Ui

und wegen (|1.2)

v] — U — Upg

Damit ist (1.3) gezeigt. Nach (1.2]) gibt es ein v mit v —* vy *— y und ein vs mit x —*
V34— vy F— y. O

1.8 Grobner-Basen und S-Polynome

Definition 1.35. Eine Teilmenge F' C P heift GROBNER-Basis von Id(F), wenn —p die
CHURCH-ROSSER-Eigenschaft hat.

Definition 1.36. Seien f1, fo € P normiert. Dann heift

w w

SPUL 1) = Tep iy T PR

f2,

das S-Polynom von f; und fs, wobei w das kleinste gemeinsame Vielfache von LPP(f;) und
LPP(fs) ist.

Satz 1.37 (Hauptsatz iiber Grobner-Basen). Seien F' C P normierte Polynome. RFp : P — P
erfiille, dass g —% RFr(g) fir alle g € P gilt und RFp(g) reduziert ist. Dann sind dquivalent:

1. F ist eine GROBNER-Basis.

Fir alle g € Id(F) gilt RFp(g) = 0.

Fiir alle g € Id(F) gilt g —7% 0.

Fiir alle f1, fo € F gilt SP(f1, f2) —7 0.

Fir alle fy, fo € F gilt RFp(SP(f1, f2)) = 0.

Es gilt {LPP(f) | f € 1d(F)} = {u-LPP(f) | f € F,u e T}.

S &t o
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Beweis. 1. = 2.:

Sei g € Id(F), dann folgt ¢ =F 0 und mit Proposition g <—7 0. Weiters gilt RFp(g) =
RFr(0) = 0 wegen Satz

2. = 3. ist klar.

3. = 4.

SP(fl, fg) S Id(F), also SP(fl, fg) —>77 0.

4. = 1.

Wir miissen zeigen, dass g1 <Lh>} go aus

91 fr,05— h T fat2 92

folgt.
Fall 1: t1 < tg:
Es gilt
C(h,t1)t1
= h B —
91 LPP( /1) J1s
dann folgt C(g1,t2) = C(h,t2) # 0, weshalb eine Reduktion g; —, +, g3 moglich ist. Nun folgt
C(h,ta)to C(h,t2)ts
= h R —— * I S Vel =
92 LPP( /) fo 159 LPP(fy) f2 = g3
aus h —7% ;g1 und der Summenhalbvertraglichkeit.

Fall 2: t1 > to verlduft analog zu Fall 1.
Fall 3: tl = tg =1:
Es gilt
91 pras— h —p0 92

und da ¢ sowohl durch LPP(f3) als auch durch LPP(f;) geteilt werden kann, resultiert
w := kgV(LPP(f1),LPP(f2)) | t.

Schreiben wir ¢t = uww, dann gilt

C(h,t)t
—h— WU O(h,t
g1 LPP(fl)fl C(h, t)uuy fr
und
92 = h — C(h, t)uuz f2
mit
— w — w

“TIPP(R) T LPP(R)
Nun bilden wir g — g1 = C(h,t)u SP(f1, f2) und beachten LPP(gy — g1) < t < LPP(h) wegen der
Konstruktion. Da SP(fi, f2) auf 0 reduziert werden kann, existieren go — g1 = po, - ..,pny = 0 mit

pi —F Pit1 fir 0 <4 < N — 1 und LPP(p;) < ¢t. Damit erhalten wir aus Proposition 3.

pita " pirit o

fiir 0 <¢ < N —1 und es gilt g1 +—% g2.
Betrachten wir H(p; + ¢1,t) = H(g1,t) = H(h,t), t € S(h) und C(p; + g1,t) = C(g1,t) = 0,
dann folgt p; + g1 < h und es resultiert
h h h
g2 =P+ g1 S DL gL EDF e R DN 01 = g1,

und damit
<h 4
g2 <—F g1-

2. = 5.
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Es gﬂt SP(f1, fg) S Id(F)

5. = 4. ist klar.

3. = 6.

Sei f € F,u € T, dann folgt u - LPP(f) = LPP(uf) mit uf € Id(F), also {LPP(f) | f €
Id(F)} O {u-LPP(f) | f € F,u € T}. Nun bleibt noch die umgekehrte Teilmengenrelation
zu zeigen: Sei g € Id(f), dann gilt ¢ —% 0 wegen 3., und damit existiert ein f € F mit
LPP(f) | LPP(g).

6. = 2.

Sei g € 1d(f), dann resultiert RFp(g) € Id(F) und wegen 6. folgt

LPP (RF(g)) = u - LPP(f)
fir ein wu € T,f € F, falls RFp(g9) # 0. Wir kénnen somit RFg(g) nach f reduzieren, also
1.9 Algorithmus zur Berechnung von Grobner-Basen

Sei G die Menge der derzeitigen Basis und S die Menge der zu iiberpriifenden S-Polynome. Dann
lautet der Algorithmus von BUCHBERGER:

Algorithmus 1.1 Buchberger-Algorithmus zur Berechnung von Groébner-Basen
Gegeben: Endliche Menge F' C P
Gesucht: G C P mit Id(F) = Id(G) und G Grébner-Basis
G:=F
S={fi,fo} | i # f2€ G}
while S # () do
Wéihle {fl; fg} es
S:=S\{f1, f2}
r:=RFg(SP(f1/LC(f1), fo/ LC(f2)))
if r # 0 then
S:=SU{{r, f}|feG}
G:=Gu{r}
end if
end while

Proposition 1.38. Der Algorithmus von BUCHBERGER terminiert nach endlich vielen Schritten,
es gilt Id(F) = 1d(GQ) und G ist eine GROBNER-Basis.

Beweis. Sei g; die Folge der hinzugefiigten Polynome. Nun gilt LPP(g;) 1t LPP(g;) fiir alle ¢ < j,
da sonst g; beziiglich F'U {g1,...,g;-1} nicht reduziert wére. Nach dem Lemma von DICKSON
(Lemma ist die Folge LPP(g;), ¢ > 1, endlich, weshalb der Algorithmus terminiert.
Aus F C G folgt Id(F) C Id(G). Durch die Konstruktion gilt r € Id(F') fiir jedes hinzugefiigte
r, also Id(F) = Id(G).
Es sind alle S-Polynome iiberpriift, also ist G eine GROBNER-Basis.
O

Definition 1.39. Sei F' C P eine GROBNER-Basis. F' heifst reduzierte GROBNER-Basis, wenn alle
f € F beziiglich F\{f} reduziert sind.

Proposition 1.40. Sei F' eine GROBNER-Basis und f € F. Dann ist F\{f}U{RF p\ (5} (f)} eine
GROBNER-Basis desselben Ideals.

Beweis. Sei h := RFp\;41(f) und G := F\{f}U{h}. Da f =p\(5} RFp\ (5 (f) gilt, erzeugen F
und G dasselbe Ideal.
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Sei g € Id(F) und r := RF¢(g) # 0. Dann gibt es ein 7, sodass r — 7 gilt. Nun gibt es aber
eint € S(r), sodass LPP(f) | ¢ gilt. Da wir nach h nicht reduzieren kénnen, gilt LPP(h) # LPP(f).
Somit existiert jedoch ein f € F\{f}, welches LPP(f) eliminiert und es folgt LPP(f) | LPP(f) | ¢
und somit ist 7 nicht nach G reduziert, was ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung ist.

O

Bemerkung 1.41. Proposition flihrt sofort zu einem Algorithmus zur Berechnung einer
reduzierten GROBNER-Basis: Man berechnet eine GROBNER-Basis nach dem BUCHBERGER-Algo-
rithmus, und, solange die Basis nicht reduziert ist, ersetzt man sie nach Proposition [I.40} Dieser
Algorithmus terminiert, weil —> NOETHERsch ist.

Definition 1.42. Sei F' C P. Wir bezeichnen die durch den BUCHBERGER-Algorithmus gebildete
GROBNER-Basis von Id(F) mit GB(F') und die nach obigem Algorithmus berechnete reduzierte
GROBNER-Basis mit RGB(F).

Proposition 1.43. Seien F,G C P reduzierte GROBNER-Basen, deren Elemente normiert sind.
Genau dann ist Id(F) = 1d(G), wenn F = G ygilt.

Beweis. (<) folgt sofort.

(=):

Seien F = {f1,..., fr} und G = {¢1, ..., 9s}- Nun kénnen wir die Elemente so umnummerieren,
dass LPP(f;) < --- < LPP(f;) bzw. LPP(¢;) < --- < LPP(g,) gilt, da F' und G reduzierte
GROBNER-Basen sind. Nehmen wir an, es gilt fiir ein gewisses k > 1,dass f; = g; firi =1,...,k—1

ist. Nun betrachten wir fj € Id(F) = Id(G) und es folgt
fv —q fr —% 0.

Dabei muss | > k gelten, da wir sonst g; = f; haben, was ein Widerspruch zur Reduziertheit von
F ist. Folglich ist LPP(g;) < LPP(fy) fiir ein [ > k und analog LPP(f;) < LPP(gs) fiir ein 1>k
Daraus resultiert LPP(fi) = LPP(gx) und weiter fi, — 4, f& — 9.

Nehmen wir an, dass fi — gi # 0 ist. Aus f; — g — % 0 folgt

*
fr = ar T f1=01se e fo—1=gK—1} 0,

was ein Widerspruch zur Reduziertheit der GROBNER-Basis ist, weil alle Potenzprodukte von

fx — gx von f, oder von g stammen.
O

Beispiel 1.44. (Groebner-Bsp.mws, Groebner-Bsp.nb) Man bestimme eine GROBNER-Basis
beziiglich der lexikographischen Termordnung mit =z < y und beziiglich der Gesamtgrad-
Termordnung mit z < y von

Id(z? 4+ 4% + 5,2y — 2).

with(Groebner) :
£1:=x"2+y~2+5:

£2:=xxy-2:

gbasis([f1,£2], plex(y,x));

vV V V V

[x* 4+ 522 + 4,2y + 2 + 5a]

A\

gbasis([f1,£2], tdeg(y,x));

[yx — 2,y + 22 + 5,2 + 2y + 5]
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1.10 Idealoperationen mit Grobner-Basen

1.10.1 Ideale
Proposition 1.45. Seien F,G CP und f,g € P.

1. f € Id(F) genau dann, wenn RFqpry(f) = 0 gilt.

[ =r g ist dquivalent zu RFqpr)(f) = RFgp(r)(9)-

Es gilt 1d(F) C Id(G) genau dann, wenn RFgpq(f) = 0 fiir alle f € F ist.
Id(F) = Id(G) ist dquivalent zu RGB(F) = RGB(G).

SR

Id(F) ist genau dann ein Hauptideal, wenn die reduzierte GROBNER-Basis von F' RGB(F)
einelementig ist.

Die Beweise der einzelnen Aussagen folgen aus dem Hauptsatz iiber GROBNER-Basen (Satz

[1.37) und aus Proposition [I.43]

1.10.2 Eliminationsideale

Definition 1.46. Sei I <P ein Ideal, 1 < ¢ < n. Dann heifit
Iy =INK[Xy,..., X/

{-tes Eliminationsideal.

Definition. Sei < eine Termordnung auf T[Xy,...,X,] und 1 < ¢ < n. Dann heifft < eine
Eliminationstermordnung beziiglich X411, ...,X,, wenn fiir alle ¢t € T[Xy,...,X,] und alle u €
T[Xq, ..., Xu) \ T[Xy,. .., X, gilt, dass t < u.

Beispiel. Die lexikographische Termordnung mit X; < --- < X, ist fiir jedes 1 < ¢ < n eine
Eliminationstermordnung beziiglich X,41,..., X,.

Proposition 1.47. Sei 1 < { <n und sei G GROBNER-Basis von I P beziiglich einer Elimina-
tionstermordnung beziglich Xo41, ..., X,. Dann gilt

1. Gy :=GNK[Xy,...,X,] ist GROBNER-Basis von I;.
2. Ist G eine reduzierte GROBNER-Basis, dann ist Gy eine reduzierte GROBNER-Basis von Iy.

Beweis. 1. Es gilt G, C I,.

Sei f € I, dann folgt f —¢ 0. In der Reduktion kommen nur Potenzprodukte < LPP(f)
vor, welche aufgrund der Termordnung alle in K[X7, ..., X/,] enthalten sind, und es kann
nicht beziiglich eines g € G\Gy reduziert werden. Somit resultiert f — G, 0 und damit ist
G, wegen des Hauptsatzes iiber GROBNER-Basen (Satz GROBNER-Basis.

2. Ist klar.

1.11 Algebraische Gleichungssysteme
Definition 1.48. Sei I <P ein Ideal. Dann heifit
V() :={(c1,...,cn) € K" | flc1,...,cn) =0 VYfel}

Nullstellenmenge von I.
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Haben wir ein Gleichungssystem in n Unbekannten Xi,..., X, gegeben, dann hat eine zu-
gehorige reduzierte GROBNER-Basis G von I beziiglich der lexikographischen Termordnung mit
X, < X9 <+ < X, etwa folgendes Aussehen:

91(X1)
921(X17X2)7 cee 7g252(X17X2)

gnl(Xh DR 7X’n)7 .. agnsnt(Xla .. '7Xn)7

wobei die s; > 0 fiir 2 < ¢ < n ganze Zahlen sind.
Der Losungsweg ist dann folgender: Man 16st die erste Gleichung nach X7, setzt jede Losung
in die iibrigen Gleichungen ein, erweitert (wenn moglich) die Losung durch ein passendes X ete.
Dazu kénnen wir uns folgende Fragen stellen:

e Gibt es eine Losung?

e Gibt es unendlich viele Losungen?

e Funktioniert der Erweiterungsschritt immer?

e Was wissen wir {iber Polynome, die auf V' (I) verschwinden?
Diese Fragen werden wir im Folgenden beantworten.

Definition 1.49. Ein Koérper K heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht konstante Po-
lynom in K[X] eine Nullstelle in K besitzt.

Beispiel 1.50. C ist algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung 1.51. Ist ein Korper K algebraisch abgeschlossen, dann ist K unendlich.

1.11.1 Resultanten
Definition 1.52. Sei R ein ZPE-Ring, f,g € R[X] mit

n

f= iaiXﬂ 9=y bX,
i=0

Jj=0

wobei a,, # 0 und b, # 0 gilt. Dann ist die Resultante von f und g durch

ay a1 Az ... Qm_1 Qm 0 0 o 0

0 ay a1 ao o Am—1 A, 0 0

0 0 a a1 as e Q-1  Gm . 0

10 0 ... 0 ag ai as cee Qm—1 Om

Resx(fr0) =14 b b ... boy b 0 0 0
0 by b b . bn_1 by, 0 0

0 0 by b bo . bp—1 by 0

o o0 ... O bo b1 bo oo bp_1 by,

definiert, wobei die Koeflizienten von f iiber n und die Koeflizienten von g iiber m Zeilen wiederholt
werden.

19



Bemerkung 1.53. Es gilt Resx(f,g) € R.

Lemma 1.54. Sei R ein ZPE-Ring, f,g € R[X]. Dann gibt es A, B € R[X], nicht beide 0, sodass
deg A < degyg, deg B < deg f und Af + Bg = Resx(f,g) gilt.

Beweis. Es bezeichne S jene Matrix, deren Determinante die Resultante ist. Dann folgt
(CO7 ) Cn—17d07 ) dm—l)S
= (Coao, coal + ciag, .. ., cn,lam) + (dob()7 doby + dqbg, . . ., dmflbn) (14)

wobei coag, coar + c1ag, - . ., Cn_1am, die Koeffizienten von Af mit A = > ¢; X* und dobg, doby +
dybo, ..., dm—1b, die Koeffizienten von Bg mit B = dej sind.

Mit der zu M adjungierten Matrix M™* gilt M*M = det M - I. Verwenden wir nun die erste
Zeile von S* fiir (co,...,cn-1,do,...,dm—1), dann resultiert

= (det S,0,...,0) = (Resx(f,9),0,...,0)
fiir .

Nehmen wir A = B = 0 an. Daraus folgt offensichtlich Resx (f, g) = 0, das heifst S ist singulér.
Daher gibt es einen nichtverschwindenden Vektor x! = (cq,...,c,_1,do, ..., dpm_1)t mit 218 = 0.
Die Eintrdge des Vektors kénnen als Koeffizienten von A und B gewé&hlt werden. O

Lemma 1.55. Sei R ein ZPE-Ring, f,g € R[X]. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f und g haben einen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler.

2. FEs gibt A, B € R[X] mit deg A < degg,deg B < deg f, sodass Af + Bg = 0 ist, aber A und
B nicht beide verschwinden.

3. Resx(f,g9) =0.

Beweis. (1) = (2) Sei h := ggT(f,g). Wahle A = g/h und B = —f/h. Diese erfiillen die Anfor-
derungen. Falls f = g = 0, kdnnen beliebige Polynome A und B gewéahlt werden.

(2) = (1) Sei Af + Bg = 0, also Af = —Byg. Falls ggT(f,g) = 1, so folgt aus dieser Gleichung
f | B, also ist B = 0 oder deg B > deg f, was ausgeschlossen ist. Damit folgt A = B = 0,
Widerspruch.

(2) = (3) Wahle * = (co,...,cn—1,do, ..., dm_1), wobei A =3""1¢;X’ und B = 37" ' d; X7.
Nach (1.4)) folgt z*S = 0, also ist S singulér und hat damit verschwindende Determinante.

(3) = (2) Folgt aus Lemma{1.54]
O

1.11.2 Erweiterungssatz

Satz 1.56 (Erweiterungssatz). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, I =1d(f1,..., fs)<
K[Xy, ..., X,] ein Ideal. Schreibe

fi=gi(X1,...,Xn 1) XNi + niedere X,,-Terme, g; # 0.
Wenn (c1,...,¢n—1) € V(In—1)\V(91,--.,9s), dann gibt es ein ¢, € K mit (c1,...,¢,) € V(I).
Beweis. Im Fall s =1 kann man ¢, aus der einzigen Gleichung
filer, ..o yen—1,Xn) = g1, -, cn,l)X,JLVi + niedere X,,-Terme

bestimmen, da laut Voraussetzung ¢1(c1,...,¢n—1) # 0.
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0.B.d.A. gelte s > 2 und gy (c1,...,¢n-1) # 0,92(c1,...,cn1) # 0 und degx (g2) > degx (9:)
fiir 3 <4 < n. Um das zu gewihrleisten, ersetzen wir gegebenenfalls fo durch fo + X2 f; mit einem
geniigend grofien N € N.

Seien Us,...,Us neue Variable. Wegen Lemma existieren jetzt A,B € K[X1, ..., Xp_1,
Xn, Ua, ..., Us], sodass

Resx, (f1,Usfo+ -+ Usfs) = Afi + B(Uafo + - + Us f). (1.5)
Da die Resultante € K[X1,...,X,—1,Us,...,Us], also X,, nicht vorkommt, kann man sie in der
Gestalt
Resx,, (f1,Usfo+ -+ Usfs) = Y Ru(X1,..., Xo 1)U (1.6)
UeT

mit T = T(Uy,...,Us) und passenden Ry € K[Xq,...,X,—1] fir U € T’ schreiben. Kombiniert
man und und fiihrt einen Koeffizientenvergleich in Uy, ..., Uy durch, sieht man Ry € I,
also Ry € INK[Xy,...,X,,_1] = I,_1. Laut Voraussetzung gilt damit Ry (c1,...,¢n—1) = 0. Sei
jetzt f; := filer, ..o en_1, X)) € K[X,], wir setzen also fiir die ersten n—1 Variablen die gegebenen
Werte ein. Da

fl =qi(c1,... ,cn,l)X,]lV1 + niedere X,,-Terme,

U2f~2 4 Usfs = Usga(ct, . .- ,cn_l)XT]LV2 + niedere X,,-Terme (mit Us, ..., Us),

haben auch diese beiden Polynome € K[Us,...,U|[X,] die gleichen Grade N; und Nz in
X,, wie die urspriinglichen Polynome f; und Usfs + ...Usfs, weil g1(c1,...,¢cn—1) # 0 und
g2(c1y...,¢n—1) # 0. Man kann daher die Resultante beziiglich X,, durch einfaches Einsetzen
in (|1.6) ausrechnen und erhélt folglich

Resx, (fi,Usfo + -+ Usfs) = 0.

Mit Lemma gibt es ein nicht konstantes F' € K[Us, ..., Us, X,,], sodass F Teiler von fl (Xn)
und Teiler von Us fo(X,,) + -+ + Uy fo(X,,) ist. Da fi € K[X,], folgt auch F € K[X,]. Fiir ein
passendes Q € K[Us,...,Us, X,,] schreibe F(X,,)Q(Usz, ..., Us, Xp) = Usfo (X)) + -+ Usfs(Xn).
Fiihren wir nun einen Koeffizientenvergleich nach Us,...,Us durch, dann sehen wir, dass F(X,,)
Teiler von fg(Xn) bis fs (X,) ist. Folglich gilt fiir eine Nullstelle ¢,, von F' — eine solche existiert,
weil K algebraisch abgeschlossen und F' nicht konstant ist — dass 0 = f;(c,) = fi(e1,. .., ¢,) fur
1 <4 < s. Das heifit (¢1,...,¢,) € V(). O

1.11.3 Hilbertscher Nullstellensatz
Lemma 1.57. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f € K[X4,...,X,] vom Grad

d. Dann gibt es eine regulire Variablentransformation X; = Y1, a;;Y; (wobei a;; € K mit
det(a;;) # 0), sodass f in ein Polynom ibergeht, in dem Y4 mit nichtverschwindendem Koeffizi-

enten auftritt.

Beweis. Sei f(X1,...,X,) = fd+f(X1,...,Xn) mit deg f < d und

a n
fa(Xa,..., Xy) = § ot = g Ca X1t X0,
teT a=(a1,...,an)ENJ
degt=d a1+ tan=d

wobei ¢, = Cxo1 xgn - Setzt man den Ansatz X; = > ., a;;Y; ein, erhdlt man ein Polynom
g € K[Yy,...,Y,]. Es gilt

C(g,Y,fl) = E Calni--ant = fa(ant, ..\ ann).
a=(a1,...,0n )ENY
a1+t =d
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Wir miissen also nur a,1, .., an, so wahlen, dass fg(ani,- ., an,) # 0. Dass dies immer moglich
ist, kann durch Induktion gezeigt werden. Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat K insbesondere
unendlich viele Elemente. Da ein Polynom € K[X]| vom Grad k hochstens k Nullstellen in K
hat, gibt es also eine Nicht-Nullstelle. Fiir den Induktionsschritt von n — 1 auf n schreibt man
fa(X1, ..., Xpn) = Z?:o g;(X1,...,Xn_1)X]. Da nicht alle g; = 0, konnen an1,...,an,—1 nach
Induktionsannahme so gewéhlt werden, dass gs(ani,...,ann—1) 7 0 fiir ein 0 < s < d. Daher
ist das Polynom in X,, fa(ani,-..,ann-1,Xn) = E?:o 9j(@n1,. .., ann—1)XJ nicht das Nullpo-
lynom, es hat daher eine Nicht-Nullstelle a,,. Somit wurden a1, ..., an, mit den geforderten
Eigenschaften gefunden. Ergéinzt man den Vektor (an1,...,an,) zu einer Basis des K™, hat man
eine regulére Variablentransformation gewonnen. O

Satz 1.58 (Hilbertscher Nullstellensatz, schwache Version). Sei K algebraisch abgeschlossen, I P
ein Ideal. Genau dann ist I =P, wenn V(I) = 0 gilt.

Beweis. (=):
Falls I = P gilt, dann folgt 1 € I. Da die Gleichung 1 = 0 keine Losung hat, resultiert V (I) = 0.
(<)
Wir fiihren eine vollstdndige Induktion nach der Anzahl der Variablen durch.
Im Fall n =1 ist K[X] Hauptidealbereich, I = Id(f) und V(I) die Menge der Nullstellen von
f.Ist V(I) = (), dann muss f # 0 konstant sein, also I = P.

Nun schlieRen wir von n — 1 auf n. Sei V(I) = @ und I = Id(fy, ..., fs). Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei f; nicht konstant, dann existiert wegen Lemma eine reguldre Variablen-

transformation
n
X; = g ai;Yi,
i=1

sodass f; in das Polynom fl iibergeht, in dem Y, mit nichtverschwindendem Koeffizienten auftritt,
wobei d = deg f1 ist. Wir fiihren diese Variablentransformation auch fiir fo,..., fs durch und
erhalten neue Polynome far.. ., fs € K[Y1,...,Y,]. Damit fiihren wir I in 7 =Id(fi,..., fs) iiber.
Jetzt muss V(1) =0 gelten, weil wir ansonsten Lésungen riicktransformieren konnten

Nun miissen wir I = KIY1,...,Y,] zeigen. Dazu sei I,_1=1n K[Yy,... —1]. Wenn die
Nullstellenmenge von I,_1 leer ist, dann folgt 1 € I,_1 aus der Induktlonsvoraussetzung, weiters
1 €7 und damit 1 € I, was I = P bedeutet.

Sei also V(fn_l) # 0 und (cq,...,cn 1) € V(fn_l). Da f; = k1Y, 2+ niedere Y,,-Terme laut
Konstruktion mit k; € K\{0} gilt, folgt (c1,...,¢n—1) ¢ V(g1,...,ds), wobei die g; wie im Er-
weiterungssatz (Satz u definiert sind. Mit dem Erweiterungssatz existiert nun ein ¢, € K mit
(¢1,...,¢,) € V(I), was ein Widerspruch zu V() = 0 ist, also gilt I = P, was 1 € I, damit auch
lel und somit I = IP bedeutet.

O

Satz 1.59 (Hilbertscher Nullstellensatz, starke Version). Sei K ein algebraisch abgeschlossener
Korper, I AP ein Ideal und f € P. f verschwindet genau dann auf V(I), d. h. f(c1,...,¢n) =0
fiir alle (c1,...,¢,) € V(I), wenn ein m € N existiert, sodass f™ € I ist.

Beweis. («<):
Gilt f™ € I, folgt fir alle (c1,...,¢,) € V(I), dass (f(cl,...,cn))m = 0. Daraus folgt
fler,..oyen) =0.

(=): Sei I =1d(f1,...,fs) fir passende fi1, ..., fs € I. Sei Y eine neue Variable und I:=
Id(f1,..., fs,1 =Y f)<SK[X1,...,X,,Y]. Nehmen wir V(I) # § an und sei (cy, ..., cn,y) € V().
Dann gilt fi(c1,...,¢n) =+ = fs(c1,...,¢n) =0, also (cq,...,¢,) € V(I). Laut Voraussetzung
gilt

f(clv"'vcn) :Oa

und daraus folgt 1 —y - 0 = 0, was ein Widerspruch ist, also gilt V(I~ ) = 0.
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Wegen Satz ist 1 € I. Folglich existieren py,...,ps1 € K[X1,...,X,, Y] mit

1= Zpi(Xh e 7XTL7Y>fi(X1a e aXn)+
i=1

+ (1 — Yf(Xl, .. .,Xn))ps+1(X1, e 7Xn,Y).

Setzen wir

1
Vo=
f(Xq,.... X,)

dann resultiert .
1
1 = Zpi (Xl,...,Xn,f) fz(X177Xn)
i=1

Nehmen wir f™ fiir ein passendes m als gemeinsamen Nenner, dann erhalten wir
- 1
fm = mepl (Xla"'aXn7f> fl(leaXn)
i=1

und es folgt f™ € 1d(fi, ..., f,) = I wegen f™p; (Xl, X, ;) e K[X1,.... X, 0

1.11.4 Losung von Gleichungssystemen durch
Grobner-Basen

Proposition 1.60. Sei [ <P ein Ideal und G eine reduzierte GROBNER-Basis beziiglich einer
beliebigen Termordnung. Dann gilt

1. Die Nullstellenmenge von I ist genau dann leer, wenn G = {1} gilt.
2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) V(I) ist endlich.
(b) Es existieren g1,...,9n € G und dy,...,d, € Ng, sodass LPP(g;) = Xidi firl<i<n
gilt.
(c) P/I hat endliche K - Vektorraum-Dimension.
Beweis. 1. Mit der schwachen Version des HILBERTschen Nullstellensatzes (Satz [1.58)) folgt
sofort RGB(PP) = {1}.
2. (a) = (b)
Sei V(I) = {(c1j,...,¢nj) | 1 <j < N}. Wir definieren

N

fi= H(Xz - ¢ij)

Jj=1

und damit verschwindet f; auf V(I). Nach der starken Version des HILBERTschen Null-
stellensatzes (Satz existiert ein m; € N, sodass f;"* € I gilt. Wir betrachten nun
LPP(f™) = XiNm", und da G eine GROBNER-Basis ist, folgt ;" —7, 0 wegen des Haupt-
satzes iiber GROBNER-Basen (Satz[1.37)). Um LPP(f/™") eliminieren zu kénnen, muss es ein
g; € G mit der angegebenen Eigenschaft geben.

(b) = (¢)

Sei N := span{X{*... X2 | 0 < a; < d;}. Wir betrachten die Abbildung f : N — P/I
mit p — p + I. Diese Abbildung f ist als Hintereinanderausfithrung der Inklusion von N
in P (jedenfalls ein Vektorraumhomomorphismus) und der Projektion von P auf P/I (ein
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Ringhomomorphismus, der wegen K C P auch ein K-Vektorraumhomomorphismus ist) eine
K-lineare Abbildung.

Wir behaupten, dass f surjektiv ist: Sei némlich p+ I € P/I und py = RF,(p). Dann ist
p = po (mod I) und damit p + I = py + I. Es bleibt zu zeigen, dass pg € N. Andernfalls
giibe es ein t = X' ... X € S(pp) und ein j mit b; > d;. Dann giibe es ein ein p) € P mit
Po —g;.t Po, Was ein Widerspruch zur Reduziertheit von po ist und damit die Surjektivitét
von f beweist.

Somit ist R/I als epimorphes Bild des endlich-dimensionalen K-Vektorraums N ebenfalls
endlich-dimensional.

(c) = (a)
Betrachten wir {1+1, X;+1, X?+1,... }, dann existiert ein d;, sodass 1+1, X;+1, . .. ,Xidi—i—l
linear abhingig sind. Damit gibt es ein

d;
0#gi=)» ayX] el
j=0

Sei (c1,...,¢,) € V(I), dann resultiert g;(c;) = 0. Also kommt ¢; unter den endlich vielen
Nullstellen von g; vor, und somit gibt es nur endlich viele ¢;, die auftreten.
O
Proposition 1.61. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, I <P ein Ideal und G eine
reduzierte GROBNER-Basis beziiglich der lexikographischen Termordnung mit X7 < -+ < X,,.
Weiters sei V(I) endlich. Dann hat G folgendes Aussehen:
g1(X1)

ng(XlaXZ)a .. 792k2(X17X2)

gnl(Xl,...,Xn),.. -7gnk"(X17--~7Xn)a

wobei k; > 1 fir 2 < i < n. Das Gleichungssystem kann durch den Erweiterungsprozess geldst
werden.

Beweis. Die Existenz von mindestens einem Polynom in jeder Zeile folgt aus Proposition
Damit existiert ein g; mit LPP(g;) = dei fiir ein passendes d; und wegen der Definition der
lexikographischen Termordnung folgt ¢; € K[ X1, ..., X;].

Da G eine reduzierte GROBNER-Basis ist, gibt es nur ein Polynom in der ersten Zeile.

Der Erweiterungsschritt nach dem Erweiterungssatz (Satz ist moglich, da es nach Pro-
position eing; € Gmit g; =1- Xidi + niedere X;-Terme gibt. O

Beispiel 1.62. Man 16se das Gleichungssystem xy = z,xz = y,yz = x. Zuerst berechnen wir die
GROBNER-Basis beziiglich der lexikographischen Termordnung;:

> eqns:={x*y-z,x*z-y,y*z-x}:
> with(Groebner) :
> G:=gbasis(eqns,plex(x,y,z));
G = [_Z + ZSa ) + yz2ay2 - ZQ; —Yyz + Z‘]
> factor(G[1]);

z2(z=1)(z+1)
Nun miissen wir eine Fallunterscheidung fiir z = 0,z = 1,z = —1 vornehmen, und es ergibt sich
die Losungsmenge

{z=lLy=1lLz=1}{z=1Ly=-lLz=-1},{y=1,2 = -1,z = -1},
{r=1y=-1,z=-1},{x =0,y =0,z = 0}].

24



1.12 Weitere Anwendung — Farben von Graphen

In diesem Unterkapitel zeigen wir die Anwendung von GROBNER-Basen auf ein Problem aus der
Graphentheorie, ndmlich auf die Farbbarkeit eines Graphen mit 3 Farben.

Gegeben sei ein Graph G mit n Knoten, wobei von jedem Knoten mindestens eine Kante
ausgeht. Nun sollen die Knoten so mit 3 Farben gefarbt werden, dass keine zwei Knoten, die durch
eine Kante verbunden sind, dieselbe Farbe haben.

Sei ( = e’5 € C eine dritte Einheitswurzel, dann wéhlen wir die dritten Einheitswurzeln
1,¢, ¢? fiir die drei Farben. Bezeichnet X; den i-ten Knoten, so muss dieser in 1, oder ¢2 gefirbt
sein, und es gelten die n Gleichungen

X} =1
fir ¢ = 1,...,n. Sind die beiden Knoten X; und X; mit einer Kante verbunden, so miissen sie
verschieden gefarbt sein. Es folgt
0=X] - X} = (X — X;)(X] + X;X; + X}).
Da X; — X; # 0 gelten muss, da die beiden Knoten ansonsten gleich geféirbt wéren, erhalten wir
X2+ XX+ X]

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass X; und X verschieden geférbt sind.
Sei
I=Td({X7 - 1[1<i<n}U{X] + X, X; + X7 | (i,)) € B(G)}),

dann folgt
Satz 1.63. Der Graph G ist genau dann 3-farbbar, wenn V(I) # 0 gilt.

Wegen Proposition ist die Aussage des Satzes mit RGB(F') # {1} dquivalent, wenn I das
von F' erzeugte Ideal ist.
Beispiel 1.64. Der Graph G = (V, E) sei durch V := {1,...,8} und E := {(1,2), (1,5), (1,6),
(2,3), (2,4), (2,8), (3,4), (3,8), (4,5), (4,7), (5,6), (5,7), (6,7), (7,8)} gegeben.

Kann der Graph mit drei Farben derartig gefirbt werden, dass keine zwei benachbarten Punkte
die gleiche Farbe haben? Wenn ja, gebe man eine Farbung an.

Zg Z7
x x
X 5 4
X
T2 3

Zs

Abbildung 1.1: Der Graph G

25



Wir erhalten die Polynome X} — 1 fiir i = 1,...,8 und X? + X;X; + X7 fiir die Paare
(i,4) € E(G). Nun kénnen wir mit Maple die GROBNER-Basis H zu dem von den obigen Polynomen
erzeugten Ideal beziiglich der lexikographischen Termordnung berechnen. Dazu bezeichne G die
Menge X7 + X;X; 4+ X7 fiir die Paare (i, ) € E(G):

with(Groebner) :

F := [seq(X[i]~3-1,i=1..8),seq(G[j],j=1..14)]:
var:=[seq(X[i],i=1..8)]:
H:=gbasis(F,plex(op(var)));

vV V V V

H:=[X; — X7, Xo+ X7+ X5, X5 — X7, Xy — X5, X5 + X7 + X,
Xo — X5, X2+ X7 Xg + X2, X2 — 1]

Da 1 ¢ H ist, resultiert V(1) # (), also ist der Graph G nach Satz 3-farbbar. Mit Hilfe der
GROBNER-Basis kénnen wir sofort sagen, wie der Graph geférbt sein muss. Nehmen wir die 3
Farben rot, blau und griin.

Zuerst miissen wir fiir Xg eine Farbe wihlen, da dies die einzige allein vorkommende Variable
in H ist. Sei also Xg rot. Dann muss X7 eine andere Farbe haben, da X? + X;Xg + X3 € H ist.
Wir wéhlen blau. Da die Polynome X; — X7 und X3 — X7 in H sind, miissen auch X; und X3
blau sein. Analog erhalten wir rot fiir X4 und Xg. Schlieklich bleibt fiir X5 und X5 noch griin, da
die Polynome X5 4+ X7 + Xg bzw. X5 + X7 + Xg in H liegen.

Im geférbten Graph (Abbildung reprasentieren die Zeichen e,4 bzw. m die Farben rot, blau
bzw. griin.

Ze Z7
Ts Ty
X1 >
X
To 3

Ts

Abbildung 1.2: Der gefarbte Graph G

In diesem Beispiel war aufgrund der Beschaffenheit der GROBNER-Basis die Farbung bis auf
eventuelle Permutationen der Farben eindeutig. Dies muss jedoch nicht immer so seinﬂ

1.13 Ganzzahlige Optimierung und Grobner-Basen
In diesem Abschnitt soll skizziert werden, wie sich Grébner-Basis-Ideen auf die ganzzahlige Opti-

mierung anwenden lassen. Man kann ganzzahlige Optimierungsprobleme auch direkt in Idealpro-
bleme in Polynomringen iibersetzen und dort Grébner-Basen anwenden, vgl. ADAMS [I]. Hier soll

2vgl. Apawms [I], Seite 104f
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allerdings eine Fassung vorgestellt werden, die ohne Polynome auskommt. Es wird hier keine allge-
meine Theorie entwickelt, sondern lediglich eine Moglichkeit zur Losung skizziert. Der Abschnitt
folgt HEMMECKE ™ [9].

Definition 1.65. Ein ganzzahliges Programm ist eine Optimierungsaufgabe
IP(A)p, : min{c'z : Az =b,x € N/},
wobei c € Z™, A€ Z™*™ und b € Z™.

Beispiel 1.66. Transport von Giitern A, B und C (in Containern) mit einem Flug. Folgende
Restriktionen:

H A ‘ B ‘ C H Maximum

Volumen 2 6 3 23
Gewicht 5 4 4 20
Wert 60 | 10 | 10 270

Einnahmen H 3 ‘ 5 ‘ 4 H

Wie viele Container sollen mitgenommen werden?
Seien x1, 2o, x3 die Anzahl der Container von A, B, C.

max 3z1 + 52 + 4x3

wobei 2z1 + 6xo + 3x3 + x4 <23
S5x1 + 4xo + 4x3 + x5 <20
6x1 + lag + 123 +xg <27

T1,T2,T3,T4,Ts5, 26 € No

Definition 1.67. Eine Testmenge T C Z™ fiir IP(A) ist eine Menge mit folgender Eigenschaft:
Sei b€ Z™, c € Z" und x € N} mit Az = b (d.h. z ,zuldssig®). Dann ist = genau dann optimal
fiir IP(A)p ¢, wenn es kein t € T gibt, sodass

o © — ¢ ist zuldssig (d.h. A(x —t) =b,z —t € N} ) und

o cl(x —t) < ctx (dh. ctt > 0).

Algorithmus 1.2 Augmentierungsalgorithmus
Gegeben: A, b, ¢, T Testmenge fiir IP(A) und x € Njj zuléssig
Gesucht: Optimallosung z* fiir IP(A) .
while 3t € T mit ¢’ > 0 und x — t zulissig do
Ti=x—1
end while
Return(z).

Proposition 1.68. FallsIP(A); . eine Optimallosung besitzt, so lost Algorithmus das Problem
IP(A)p.. in endlich vielen Schritten.

Definition 1.69. Seien r,s € Z". Schreibe r C s, falls rgk) > (0 und |r(k)| < |s(’“)| fir
k=1,...,n gilt.

Definition 1.70. G C Ker A := {x € Z™ : Ax = 0} hat die Positive-Summen-FEigenschaft, wenn
jedes z € Ker A als
k
=Y a
i=1

mit a; € N, g; € G und g; C z dargestellt werden kann.
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Satz 1.71. Hat G die Positive-Summen-Figenschaft, so ist G Testmenge.
Satz 1.72. Sei G C Ker A mit folgenden Figenschaften:

e Fir alle x € Ker A gibt es eine Darstellung
k
J;:Zaigi, a; €N, g; € G.
i=1
o Fir alle u, v € G g¢ibt es eine Darstellung

l
w+v=> bhi, b ENeGhCu+to.
i=1

Dann hat G die Positive-Summen-FEigenschaft.

Algorithmus 1.3 NF(s)
Gegeben: se€Z", GCZ", 0¢ G
Gesucht: 0, falls es eine Darstellung s = 22:1 a;g; mit a; € N, g; € G und g; C s gibt; ¢, falls
es eine Darstellung s = 22:1 a;gi, a; €N, g; € GU{t} und g; C s gibt.
while 3t C s, t € G do
s =8—1
end while
Return(s)

Proposition 1.73. Algorithmus 1.5 terminiert nach endlich vielen Schritten und ist korrekt.

Algorithmus 1.4 Complete(F)
Gegeben: F C Z" mit der ersten Eigenschaft von Satz [I.72]
Gesucht: G C Z" mit beiden Eigenschaften von Satz L.72]
G:=F
S:={f+g:f9€G}
while S # () do

Wiéhle s € S.
S:=5\{s}
t:= NFg(S)

if ¢t # 0 then
S:=8U{f+t: feG}
G:=GU{t}
end if
end while

Proposition 1.74. Algorithmus 1.4 ist korrekt und terminiert in endlich vielen Schritten.
Fiir u € Z sei u~ := max{0, —u}, fiir z € Z™ ist 2~ komponentenweise definiert.

Proposition 1.75. Algorithmus 1.5 terminiert in endlich vielen Schritten und ist korrekt.
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Algorithmus 1.5 Bestimmen zuléssiger Ausgangslésungen

Gegeben: z € Z" mit Az = b, Testmenge T fiir IP(A)
Gesucht: z € N[ mit Az = b, falls existent, sonst ,FAIL*
while es gibt ein ¢t € T, sodass

H(Z_t)_Hl < ||Z_H1
(z — t)(k) >0, falls 2F) >

do
z:=z—1
end while

if [[z7||; > 0 then
Return(,,FAIL®)
else
Return(z)
end if
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Kapitel 2

Hypergeometrische Identitaten

2.1 Einfiihrung

2.2 Hypergeometrische Reihen
Definition 2.1. Die Reihe ZEOZO ti heillt hypergeometrische Reihe, wenn tg = 1 und

i1 _ P(k)
t Q(k)

fiir gewisse Polynome P(k) und Q(k).

2.3 Die Hypergeometrische Datenbank
2.4 Sister Celine’s Method

2.5 Rekursionen fiir Hypergeometrische Terme

Definition 2.2. F(n,k) heillt eigentlicher hypergeometrischer Term, wenn man

< ; bsk 5!
F(n, k) = P(n, k) ngl(a ntbkte)
[T (usn + vk 4 ws)!

schreiben kann, wobei P(n, k) ein Polynom, as, bs, cs, us, vs, ws feste ganze Zahlen, o, 8 € Ny
und z eine Unbestimmte ist.

F(n, k) heifft wohldefiniert, wenn kein asn + bsk + ¢s € —N.

F(n,k) =0, wenn es wohldefiniert ist und P(n, k) = 0 oder ein usn + vk + ws € —No.

Satz 2.3. Sei F(n, k) eigentlicher hypergeometrischer Term. Dann ¢ibt es I, J € N und Polynome
a;j(n), nicht alle 0, sodass die Rekursion

I J
> aiiF(n—jk—i)=0

i=0 j=0

fir alle (n, k), an denen F(n, k) # 0 und fir die alle auftretenden Werte von F wohldefiniert sind,
gilt.
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Die Werte I,J kénnen wie folgt gewdhlt werden:

a B8
= Z|b8| +Z|US|
s=1 s=1
e B
I"=1+degP+J* (—1+Z|as| +Zus> .
s=1 s=1

2.6 Unbestimmte Summation — Der Algorithmus von Go-
sper

2.6.1 Einfiihrung

2.6.2 Uberblick

n—1

Sp = Z tx
k=0

t
2t — (n) r(n) rational
ln
Zntl — Zn =tn zn hypergeometrisch
zn = y(n)t, y(n) rational

Satz 2.4. Sei K ein Korper der Charakteristik 0, 0 # r € K(n) eine rationale Funktion.
Dann gibt es Polynome a,b,c € K[n], sodass b und ¢ normiert sind,

wobei
1. ggT(a(n),b(n+ h)) =1 fir alle h € Ny
2. ggT(a(n),c(n)) =1
3. ggT(b(n),c(n+1)) =

y(n) = ) x(n) Polynom

Algorithmus 2.1 Gosper-Algorithmus, Uberblick
Gegeben: t, hypergeometrischer Term
Gesucht: z, hypergeometrischer Term mit z, 11 — 2, = t,.

r(n) = tpt1/tn

Zerlege r(n) = a(n)/b(n) - ¢(n+ 1)/c(n), wobei ggT(a(n),b(n + h)) =1 fiir alle h € Ny.
Suche polynomiale Losung z(n) von a(n)z(n + 1) — b(n — 1)x(n) = c¢(n).
Zp = b(;;)l)x(n)tn.
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2.6.3 Normalform rationaler Funktionen

Algorithmus 2.2 Gosper-Algorithmus, Schritt 2

Gegeben: r(n) rationale Funktion

Gesucht: Zerlegung nach Satz 2.4

Schreibe r(n) = Z - % fir eine Konstante Z und normierte Polynome f, g € K[n] mit

geT(f(n),g(n)) = 1.
{h1 <---<hy}:={heN:Res,(f(n),g(n+h)) =0}
po(n) :== f(n), go(n) := g(n)
for j =1to N do
sj(n) == ggT(pj-1(n),gj—1(n + hy))
p;(n) :=pj_1(n)/s;(n)
Qj(n) = Qj—l(”)/sj(n - hj)

end for
a(n) = Zpn(n)
b(n) = qn(n)
N hj
c(n) = H Hsj(n —1)

2.6.4 Schritt 3 des Gosper-Algorithmus

Algorithmus 2.3 Gosper-Algorithmus, Schritt 3

Gegeben: a(n), b(n), c(n) € K[n]

Gesucht: x € K[n], sodass a(n)z(n+1) —b(n — 1)z(n) = ¢(n), oder Beweis der Nichtexistenz.
Wenn LT (a(n)) = LT(b(n)), dann schreibe

a(n) = An* + AnF~1
b(n —1) = nF + BnF~1 4 ...

und setze

B-A
D = {)\,degc—dega+1},

sonst setze
D := {degc — max{dega,degb}}.

D := DNNy. Wenn D = (), dann ist Losung unmoglich, sonst setze d = max D.
Setze xz(n) = Z;i:o e;n' und 16se Gleichung durch Koeffizientenvergleich. Wenn unmdéglich, dann
unldsbar.

2.6.5 Linearkombinationen von hypergeometrischen Termen

Definition 2.5. Zwei hypergeometrische Terme s,, und t¢,, heiffen dhnlich, wenn s, /t,, eine ratio-
nale Funktion in n ist.

Ahnlichkeit von hypergeometrischen Termen ist eine Aquivalenzrelation.

Proposition 2.6. Sei s, ein nicht-konstanter hypergeometrischer Term. Dann ist sp+1 — Sp €in
hypergeometrischer Term, der dhnlich zu s, ist.
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Proposition 2.7. Seien s, und t, hypergeometrische Terme mit s, +t, # 0. Dann ist s, + t,
genau dann ein hypergeometrischer Term, wenn s, und t, dhnlich sind.

Daher kann jede Summe einer festen Anzahl von hypergeometrischen Termen als Summe nicht-
ahnlicher hypergeometrischer Terme geschrieben werden.

Satz 2.8. Seien t%l), e t%k) hypergeometrische Terme mit

k
> ot =o.
i=1

Dann gibt es 1 < i < j <k, sodass tgf) und tg,j) ahnlich sind.
Satz 2.9. Seit,, ein hypergeometrischer Term. Wenn es keinen hypergeometrischen Term z, mit

tn = Znt1 — 2n Gibt, so gibt es auch keine Linearkombination zg) 4+ 4 Zy(LT) fiir ein festes r,

sodass t, = (zr(Ll_zl +-+ 27(121) - (Zv(Ll) +e Zﬁzr))-

2.7 Bestimmte Summation. Der Zeilberger-Algorithmus

2.7.1 Einfiihrung
Definition 2.10. Sei F' : Z x Z — C; (n, k) — F(n, k). Dann definiere

(NFY(n, k) == F(n+1,k),  (KF)(n,k):= F(n,k+1).

(Vorwirtsshift in n bzw. k.)

2.7.2 Existenz einer Teleskop-Rekursion

Satz 2.11. Sei F(n, k) ein eigentlicher hypergeometrischer Term. Dann gibt es ein J > 0, Polyno-
me a;j(n) fir 0 < j < J, nicht alle null, und eine Funktion G(n, k), sodass F(n, k) der Rekursion

J
Zaj(n)F(n +4,k)=G(n,k+1)—G(n,k)
=0

gentgt und G(n, k)/F(n,k) eine rationale Funktion in n und k ist.

2.7.3 Zeilberger-Algorithmus

2.7.4 Beispiele

2.7.5 Die Wilf-Zeilberger-Methode

2.8 Losen von Rekursionen — Der Algorithmus von Petko-
vSek (1992)

2.8.1 Einfiihrung

Definition 2.12. y(n) heilst geschlossene (hypergeometrische) Form, wenn es eine absolute Kon-

stante r und hypergeometrische Terme t§}>, ey 52") gibt, sodass

y(n) =t + -+,
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Algorithmus 2.4 Zeilberger-Algorithmus

Gegeben: J (Ordnung der Rekursion), F'(n, k)
Gesucht: ag(n),...,as(n) und G(n, k) mit

J
thi=>_a;(n)F(n+j.k) =G(nk+1) — G(n,k).
j=0
ri(n,k)  F(n,k+1)
ro(n,k)  F(n,k)
s1(n, k) _ F(n,k)
sa(n k)  F(n—1,k)

J j—1 J
po(k):Zaj Hsl(n—i—j—i,k) H sa(n+ k)
j =0

=0 r=j+1
J
r(k) =r(n, k) H sa(n+ k)
7‘71
s(k) = ra(n, k) [ [ sa(n+ 7.k +1)
r=1

Zerlege
r(k) _ pa(k) pi(k+1)

s(k) — ps(k) pa(k)
wobei ggT (p2(k),ps(k + h)) =1 fiir alle h € No.
Lose

p2(k)x(k +1) — ps(k — L)x(k) = po(k)p1 (k)

fiir ein Polynom x(k). (Gradabschétzung, unbestimmter Ansatz fiir 2(k), Koeffizientenvergleich)
if z(k) existiert then

p3(k—1)
G(n, k) = ——x(k)tp
else
Keine Rekursion fur dieses J.
end if

Algorithmus 2.5 Poly
Gegeben: pi,...,p,, f Polynome in n.
Gesucht: Polynom y(n), sodass Ly = f, wobei L := >!_ p; N, wenn existiert.
for all0 < j <rdo
q; = Z::j (;)pz
end for
b:= maxogjgr(deg q; — j)
a(r)= Y LC(g)al
degqj—j=b
dy := max{z € Ny : a(z) = 0}
d = max{-b—1,d;,deg f — b}
Lose Ly = f mittels unbestimmten Ansatzes
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2.8.2 Polynomiale Losungen

2.8.3 Bestimmen hypergeometrischer Losungen

Algorithmus 2.6 Hyper

Gegeben: pq,...,p, Polynome in n.
Gesucht: Hypergeometrischer Term y(n), sodass Ly = 0, wobei L := Z::O p;IN?, wenn existent.
for all normierte Faktoren a(n) von pg(n) und b(n) von p.(n —r + 1) do
for all0 <i<rdo

P(n) i= pa(n) [ ato + 5) T[ b + )
j=0 =i

end for
m := maxo<;<, deg P;(n)
a; := C(P;(n),n™)
B(z) =iy a2’
for all Nullstellen z # 0 von 8(z) =0 do
if Y0, 2'P;(n)c(n+ i) = 0 hat eine polynomiale Losung ¢(n) # 0 then
a(n) c¢(n+1)

S(n) ==z bn) )
y(n) ist Losung von y(n + 1) = S(n)y(n).
end if
end for
end for

2.8.4 Finden geschlossener Formen

Lemma 2.13. Seien po(n), ..., pa(n) Polynome inn, L = Z?:o pi(n)N® und h ein hypergeome-
trischer Term mit Lh # 0. Dann ist Lh hypergeometrisch und dhnlich zu h.

Satz 2.14. Seien po(n), ..., pa(n) Polynome in n, L = Z?:o pi(n)N* und h = Y._, WD eine
hypergeometrische geschlossene Form mit paarweise nicht dhnlichen hﬁf). Dann gilt Lh = 0 genau

dann, wenn Lh,(f) =0 firl <i<r gilt.

Man kann also alle hypergeometrischen geschlossenen Formen h, die Lh = 0 l6sen, dadurch

finden, dass man alle Linearkombinationen von hypergeometrischen Termen hgf ) bildet, die Lh,(f ) =
0 l6sen.
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Kapitel 3

Faktorisierung von Polynomen

Sei in diesem Kapitel K immer ein Korper der Charakteristik 0 oder ein endlicher Korper der
Charakteristik p fiir eine Primzahl p.

3.1 Quadratfreie Faktorisierung
Definition 3.1. Ein Polynom f € K[X] heift quadratfrei, wenn es kein nicht konstantes @ €
K|[X] gibt, sodass Q? | f.

Lemma 3.2. Sei f € K[X] ein nicht konstantes Polynom. Dann gilt f' = 0 genau dann, wenn
K endlich ist und f = QP fiir ein Q € K[X] gilt.

Satz 3.3. Sei f € K[X] ein nicht konstantes Polynom.
1. f ist genau dann quadratfrei, wenn ggT(f, f') = 1.

2. Das Polynom
f

Q= geT(f, 1)

ist quadratfrei.

Proposition 3.4. Algorithmus [3.1] ist korrekt.

3.2 Faktorisierung iiber endlichen Korpern
Sei F, ein endlicher Korper, f € F,[X] quadratfrei mit Darstellung f = P; --- P, fiir irreduzible
Polynome P; € F,[X].
Satz 3.5. Die Menge V; der Polynome Q € F,[X] mit deg @ < deg f und

Q7=Q (mod f) (3.1)
ist ein r-dimensionaler F - Vektorraum.

Es gibt eine Bijektion zwischen Fy und Vy: Dem Tupel (a1,...,00) € 7, entspricht jenes
Polynom @ € Vy mit
Q=«a; (modF;).

Proposition 3.6. Sei Qf = (qre)o<ke<n—1 € Fy*" jene Matriz, sodass
X=qo+ 4 gu-1,X"" (mod f).

Dann list B(z) := by + -+ + b1 X" € F,[X] die Kongruenz (3.1)) genau dann, wenn b =
(bo, . ..,bn—1) ein Eigenvektor von Qs zum FEigenwert 1 ist.

Proposition 3.7. Der Berlekamp-Algorithmus 3. ist korrekt und terminiert.
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Algorithmus 3.1 Quadratfreie Faktorisierung

Gegeben: 0# f € K[X]

Gesucht: Quadratfreie Polynome Py, ..., P, € K[X], ggT(P;, P;) =1firi# jund ey, ..., ey
positive ganze Zahlen, sodass

f=Pp . P,

C1 =geT(f, 1)
D, = f/Cy
n=1
while D,, #1 do
Dn+1 = ggT(Cna Dn)
CnJrl = Cn/Dn+1
P, = Dn/DnJrl
en ="
n=n-+1
end while
k=n
if C!, =0 und C), nicht konstant then
Bestimme das maximale e > 1, sodass es ein H € K[X] mit C,, = H?" gibt.

Bestimme rekursiv die quadratfreie Faktorisierung H = ]51é ... Pk,

for all 1 §~j < k do

Py =P;
Chtj =P €
end for
k=k+k
end if
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Algorithmus 3.2 Faktorisierung von Polynomen iiber endlichen Kérpern (Berlekamp)

Gegeben: f € F,[X] quadratfrei
Gesucht: P, ..., P, € F,[X] irreduzibel, sodass f = Py --- P,

n = deg f

Qy wie in Propositionﬁ

Wihle Basis b(1), ..., b7 von ker(Qs — I,,) (Gauk-Elimination), wobei b() = (1,0,...,0)%.
By =Y bl X0,

G={f}

for all2<s<rdo
for all « € F,; do
F=dd
G=10
while F' # () do
Wahle g € F
F=F\{g}
d=ggT(Bs — a,9)
if 1 <degd < degg then

G=GU{d,g/d}
else

G=GU{g}
end if

if |FUG| =r then
Return (FUG)
end if
end while
end for
end for
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3.3 ,Liften* von Faktorisierungen

Definition 3.8. Sei R ein Ring und f € R[X] ein Polynom vom Grad n. Dann heifit

n(n—1)

(=1 = Res(f, f')
LC(f)

Discr(f) =

die Diskriminante von f.

Proposition 3.9. Sei R ein ZPE-Ring und f € R[X]|. Dann ist f genau dann quadratfrei, wenn
Discr(f) # 0.

Satz 3.10 (Hensel-Lifting). Seien p eine Primzahl und F, Gy, Hy € Z|X] Polynome mit folgenden
Eigenschaften:

o LC(Gy) =1 und deg(Go) + deg(Hp) = deg(F).
e p{Res(Go, Hy) und pt LC(F).
e FF=Gy-Hy (mod p).
Dann gibt es fir allet > 1 Polynome Gy und Hy € Z[X] mit den Eigenschaften
o LC(Gt) =1 und deg(Gy) = deg(Go) und deg(H;) = deg(Hy).
e Gy =Gy 1 (mod pt) und Hy = H;_1 (mod pt).
e =G, H; (mod p'™).

Erfiillen weitere Polynome évt und E dieselben Bedingungen, so gilt EJ; = G (mod p'*t) und

H; = H; (mod p'*t1).

3.4 Mignotte-Schranke

Definition 3.11. Sei f € C[X] ein Polynom, f = 7, a; X7 mit Nullstellen (inkl. Vielfachheiten)
ai,...,a,. Dann heifsen

Lo[f]l = \/m die Norm von f,

2. H(f) := max;j—o, . n |a;| die Hohe von f,

3. M(f):= |an|-[]j=, max{1,|a;|} das Mahler-Maf von f.
Lemma 3.12. H(f) < | || < /(n ¥ DH(J)
Lemma 3.13. Sei f € C[X] und z € C. Dann gilt ||(X + 2)f]| = |[|ZX + 1) f]
Satz 3.14. Sei f € C[X], deg f = n. Dann gilt

/1]
2n
n
Satz 3.15 (Mignotte). Sei g € C[X] ein Teiler von f € C[X] mit m = degg. Dann gilt
LC(g) 2m
< .
lot < g /(2 Y

Korollar 3.16. Seien f und g wie in Satz [5.15 Dann gilt

LC(g)
LC(f)

< M(f) < |I£1-

H(g)é‘

2% 71]-
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Algorithmus 3.3 Hensel-Lifting

Gegeben: p, F, Go =37, g; X7, Hy = >0 h; X7 wie in Satz t>0,ptLC(F)
Gesucht: Gy, H; € Z[X] mit F = G - H; (mod p'™1)

n =degF
Setze
go 91 g2 .- Gr—1  Gr 0 0 . 0
0 9 9 9 -+ G- 9 0 ... 0
0 0 g0 o1 g B A ... 0
M=10 0 . 0 9 5 g2 - Yr—1 Yr
ho hi hs ... hs_1  hg 0 0 . o0’
0 ho hi he hs_1  hg 0 0
0 0 ho M ho hs—1 hs 0
o 0 ... 0 ho hq ho ... hg_1 hg

wobei die Koeffizienten von Gy iiber s und die Koeffizienten von Hy iiber r Zeilen wiederholt
werden
for all0 <k <tdo
D = (F — Gk. . Hk)/pk+1
bs = C(D,X™)
Definiere cy,. .. c,_1 durch Z;:ol ¢;j X9 =D —b;X*Gy, (mod p).
Lose (boy ..., bs—1,a0,...,a,—1)M = (co,...,¢n-1) (mod p).
Gry1 = Gr +p"H! Z;é a; X7
Hpp1 = Hy +pFt! Z;;é b X7
end for
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3.5 Faktorisierung in Z[X]

Algorithmus 3.4 Berlekamp-Hensel
Gegeben: f € Z[X] quadratfrei.
Gesucht: g, h € Z[X] nicht konstant mit f = g- h oder ,,f ist irreduzibel iiber Q[X]*
n = deg f
M =2+t f]]
Wiéhle Primzahl p mit p  Discr(f) und p 1 LC(f).
Wihle ¢ > 1 mit pt > M.
Zerlege f =c- f1--- fr in I, mit irreduziblen normierten f;, 1 < j < r und einem c € IF,.
for all Partitionen {1,...,7} = SUT mit S # 0 und T # 0 do
Go = [ljes fi
Hy =c ILIjGT i
Berechne (Algorithmus g€ Z[X]und h € Z[X] mit f = §-h (mod p'), wobei H(j) <
p/2, H(R) < pt /2.
h = h/ cont(h)
if h| f in Z[X] then
Return(f/h,h)
end if
end for
Return(,,f ist irreduzibel iiber Q[X]*)

Proposition 3.17. Der Berlekamp-Hensel-Algorithmus ist korrekt.
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